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Gl insegnamenti della Matematica non sono opinioni di dottori’ 
o fantasie d'uomini, ma beneplaciti divini e verità indubitate 
rd eterne (Tobricelu = Lezioni 4ccad. Lcz. IX.) 



f 



PREFAZIONE 

PELL- AUTORE. 




IN^ot comprendiamo sotto il titolo di Scienza del Cairote 
tutta la Matematica , tranne la Geometria e quanto da essa uni* 
camente dipende. La Scienza suddetta si distingue in quattro 
parti, e sono i calcoli essenzialmente diversi, che l’umano inge* 
gno ha sino al presente immaginati, cioi: il calcolo aritmetico 
e l’algebrico, quello delle differenze e l'infinitesimale. 11 calcolo 
delle facoltà numeriche è un’emanazione de’due primi; quello 
delle funzioni generatrici de’ primi tre; il calcolo delle varia- 
zioni del quarto. Noi ne trattiamo incidentemente. 

L’indice premesso ad ogni tomo farà conoscm 3 disegno 
dell’Opera; ecco le massime che hanno servito di norma nella 
esecuzione. 

I. Stabilire con una dimostrazione n'gmosa e diretta 1 prin* 
cijq fondamentali d’agni teoria. 

II. Quando l’indole dell’argomento lo comporta sofievai-si 
a metodi generali per discendere alle ipotesi particolari, generi-* 
che nella loro specie. 

III. Procedere dal particolare al generale allorché l’indu-v 
zione apparisce necessaria per preparare la mente alla difficile 
astrazione, talvolta inseparabde dall’indole de’metodi esatti^ 



Digitized by Google 





come ndU teoria delle combinazioni e nel completo svilupj»- 
mcnto della formola del binomio; e quando altra via non si 
scuopre onde giungere al bramato risulta mento, come nella inda- 
gine che ha per ùcopo di svolgere in serie una funzione di un 
qualunque numero di variabili. (^Laplace Mdcan. Celes. Liv. IL 

Sai) 

rV. Profittare delle considerazioni geometriche se giovano 
^lla semplicità ed alla chiarezza. L’analisi calcolatrice, sovrana 
Lra le scienze, non abbisogna di un lusso effimero per accreditarsi. 

V. Disporre in tal guisa le varie dottrine, e con tal arte 
connetterne le successive nozioni, che ne derivi un continuo si- 
stema di proposizioni ideqliche. Ninna operazione si dee sopprì- 
mere, cui un ingegno esercitato e perspicace non possa mental- 
mente supplire, o di cui non veggasi la dipendenza dalle regole 
generali. Ci siamo dipartiti molto di rado, e non senza una spe- 
ciale ragione, da questa massima per rapporto ad alcune formolo 
da noi proposte; formolo che i principianti verificheranno con le 
sostituzioni particolari, ed i provetti cercheranno di dimostrare 
per loro esercizio. 

VI. Esaurire senza interruzione ogni argomento onde favorire 
l’associazione delle idee, abbreviare la fatica e diminuire il di- 
spendio della gioventù. 

, VII. Raffinare ì metodi, estendere le applicazioni, ed accre- 
scere per quanto è possibile la sfera delle teorie. 

. Tali per nostro avviso esser debbono le basì di un’Opera 
analitica, se vuoisi che nel miglior modo all’ attuai bisoguo sod- 
disfaccia della pubblica istruzione. 

La legge impostaci in forza della prima massima ci ha ob- 
bligati a completare un ampio numero di dimostrazioni induttive) 
ed a rigettarne molte, per sostituir loro un metodo adequalo e 
eonvenicnte al duo v’ ordine da noi prescelto. 
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ta massinid ésposu scilo il nuìnerd Vii. ci ha sòvenic Im- 
pegnali in gravi difficollki giudicheranno i Gcomclri se felici $ e 
(ino a (|ual segno , .sieiio siali i nostri tcnlatlvi per superàrlc* 
Didimo oggcllo di noslra premura è sialo- altresi quello di op- 
portunamenle mischiare l’utile al dolce, e di porgere un irresi- 
(tibile allettamento alla ritrosa giorentù, facendole conoscere la 
prepotente influenza dell’analisi mista nelle disquisizioni econo- 
miche, mercantili, viulizie, legali j economico-poliliche, geodcli* 
che, geograficlie cc. ed in quelle singolarmente che pia irileres- 
sano l’irrequieta curiosità o la cieca cupidigia dell’uomo, la 
teorica di alcuni giuochi primarj ed il calcolo delle probabilitìi. 

Siccome coloro che si presentano alle nostre lezioni possie- 
dono i primi elementi del calcolo aritmetico, appresi coi rudi-» 
menti della lingua latina , abbiamo preferito ad un prolisso trat- 
talo, incompatibile coi rrgolamenù dell’Università Lucchese, nnà 

compendiosa discussione metafisica delle nozioni fondamentali, 
corredata di poclii esemj^. 

Le critiche osservazioni che frequenti s’incontrano ne’ nostri 
libri, sono destinate a prevenire perniciosi equivoci, e speriamo 
che riuscir debbano di universale soddisfazione. Se vero e die il 
primario scopo di un pubblico istitutore sia queUo di porgere un 
sicuro e compiuto ammaestramento: seia scoperta di un difficile 
errore è sovente comparabile a quella di un’imporianle verità} 
se Zogronge non ha creduta disdicevole aUa sua modestia un in- 
flessibile censura d’ogni falso concetto sfuggilo ai primi Geome- 
tri, ragion vuole che da noi non si sagrifichi l’avanzamento 
della pubblica istruzione ad un male inteso riguardo, ma che si 
parli, come si espresse l’immortale Ctililco (Llp- T. IIL p- 38 
ediz. di Padova) con quella libertà, che molto ragiones'olmtnte 
dee potersi usare fra quelli, ehe più ansiosi sono della wntà 
che della ostentazione. Liberali nel concedere, ove occorra, uà 
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Hipettoso tributò di lode al valore degli analisti die onorano 
r Europa, noi sveliamo francamente l'errore insidioso, ma con 
moderazione e riservatezza, ma senza citar l’autore o l’opera 
ana s’egli è Italiano e vivente: nè di tal convenienza, talvolta 
trascurata anche dal Geometra Torinese (Tlic'or. drs FoncU Anal. 
5- 176. ec.) noi aspiriamo al contraccambio: ci protestiamo anzi 
disposti ad accogliere con gradimento le censure de’ nostri libri, 
purché giuste, e promettiamo di riproduile ad altrui norma in 
■no de’ susseguenti volami. 
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AVVERTIMENTO 



DELL- EDITORE. 




.^L Tomo IV. ne succederà ano di tavole mimeridie, il 
coi rcsiKttivo titolo è: 

I . De’ numeri primi sino a loo mila. 

II. De’ minimi divisori de’numeri dispari. 

III. Valor deciiAalc de’ rotti '/•• ’/s* ‘A* • • • • Vws* 

IV. Delle potenze de’ numeri intieri. 

V. Del capitale equivalente all’annua rendita di una lira , per 

un n.° d’anni da uno sino a i0o> nelle quattro ipotesi che 
r interesse del denaro sia al 3 , al 4 > ^1 ^ 6 por > oo. 

VI. Della vita media : VII. Della prestazione vit.ilizia per 
tutte l’età da un anno sino a 97, corrispondente all’interesse 
del 5 per 100. 

Vili. Catalogo de’ Matematici illustri da y/r/s/éo Seniore sino 
a’tempi presenti , loro nome, cognome , patria cd età , coll’ indiai 
zione dell’anno in cui sono morti. Da questo catalogo apparisce 
essere la vita media de' Matematici insigni , molto più longeva 
della vita media cornane. Fidato il rapporto delle due vite me- 
die si rintracciano le cagioni , a cui la notabile differenza delle 
due vite sembra doversi attribuire. 

Le tavole S-* e 4 -“ soiw» molto più estese di quelle che 
trovansi nelle Lez. Malem. di Marie, ediz. 5 .* Le due ultime 
hanno il pregio di un’intiera novità. 

I S§. notati con l’asterisco possono riserbarsi ad un secon- 
do corso. 
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INDICE DELLE MATERIE. 



Qn^ZIONE su i pregi ìtfftlematica. 

Origine delle idee numeriche’, nunitri astratti, concrcij 

e complcMi §• < 

Sistema delle nmwcrgzt'pwe: vocale, e caratteristico: difle- 

rema nel sistema vocale di alcune nazioni 2 

Artifizio per cui dassi ai depimali un valore decuplo 

o suddecuplo consecutivo 3 

Origine e prerogative del sistema Cinese » • • 4 

nozioni su i rotti: artifizf per renderli più semplici: 

numeri primi assoluti e relalivi 5-6 

Proporzione geometrica 7 

^d^iziqne e sottrazione de' numeri intieri, decimali , 
fratti e complessi , dove si discute e si perfeziona 

V ordinaria prova di ambedue le operazioni 8 

Moltiplicazione e divisione come sopra 9 

Proposizioni fondamentali relative alla divisione de' nu - 
meri composti j . 11-» 

Piprova della n;oltiplicaziqne e della divisione 1 S 

Decimali periodici e loro trasformazione in rotti ordinari . 16 
Regola del tre semplice e composta, e suoi canoni ... 17 

Regole di alligazione diretta e di sconto i8-»Q 

Regola congiuiHa e regola di società ao-ai 

Punizione dell’ Aritmetica , sua importanza e saggio 

istorico sulla medesima 

Sistema binario di Leibnitz e duodecimale di Stgwin . . ^3 

Aritmetica pt^lp^bile di Saunderson ;..... a 4 - 

Compendio per la moltiplicazione de’ numeri decimali, 3S 
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Origine aritmelica dell’ infinito e dell’ infnit esimo ... 26 

Sistema tneliico 2^ 

descrizione analisi c della sintesi matematica; saggio 
storico sugli antichi luoghi analitici : distinzione fra '' 

l’analisi niatemaiica e l’analisi fisica iR 

Scelti esempi di analisi geometrica aq-33 

Saggio di analisi logica; prime nozioni dell’ algoritmo 
letterale ed esempj di analisi algebrica 34*4» 

Addizione e sottrazione delle quantità letterali 4a 

Discussione delta quantità negativa 4i 

Jl prodotto di più fattori è lo stesso, qualùnque sia 
l’ordine’ con cui "si' Ootnbitiàn'o ' • • • • ......... 44 

Calcolo delle frazioni letterali: compendio per ridurne 

parecchie al med^ denominatore 5o 

Riduzione de’ rotti all’ espressione la più semplice • . .'5i 
Ricerca di -una frazione più semplice e prossinta ad una 
frazione data, e prime nozioni sulle frazioni continue. 52-5$ 
Applicazione de’ prindpf algebrici esposti:’ 
i.^Alla soluzione diana complicata equazione letterale 

di 1° grado . 54 

3.» All’ eliminazione di un’ incognita fra due equazioni 
di i.*‘ grado a due inco^ite: seguono tre pròblemi. . SS 

ì." Alla soluzione di qualunque equazione di x.” grado \ 

a due incognite: seguono dieci problemi, dove si dà * 

un idea dell’ analisi aritmetico-geomclrica de’ Greci: 
indi si sialnliseono i preliminari dell’ analisi semide- 
terminata di si dimostra un teorema estenzia - 

le pCr la teorìa de^ numeri : . 56 

/iitrpduzione alla dottrina delie combinazioni e permu - 

tazioni 5? 

Rigorosa deduzione delle formale spettanti alle permu - 

fazioni 58 
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Simile indagine per rapporto alle combinazioni: applica- 
zioue al gioco del lotto ed a quello de' dadi ... S9 
Ricrrcn de’ divisori di una data quantità numerica o 
letterale ; si dimostra che il numero delle combina- 
zioni di m elementi presi n alla volta ^ indi m — n 
alla volta, è lo stesso, dpplicazione al quadrigliato 
ed a/ Wisk. Forptola che dà il ctUlettivo numero delle 
combinazioni degli ordini o 1 1 , 1 , . . . m , fra n 

, , elementi go 

Il numero delle combinazioni di m-\-ì elementi presi n 
alla volta , equivale al numero di quelle che fra 
m elementi si ottengono prendendone prima n, por 

scia n — I alla volta 6i 

fieli’ ipotesi che fra m elementi ve ne sieno p eguali, 
si assegnano le formale esprimenti le combinazioni 
binarie , (ernarie e quaternarie . Foratola pel casa 
che gli elementi possano ripetersi un certo n.® di volte . Qz 
Fofc'* delle potenze: simboli per indicare V innal- 
zamento ad una potenza intiera o fratta 63 

Introduzione alla formala del hinomio ; in essa i coef- 
ficienti numerici de' termini equidistanti dagli estre- 
mi sono gli stessi . . . 64 

Unica ed universale dimostrazione della formola so- 
pra indicata 65 

Applicazioni teoretiche della formola del binomio : 

Teor. 1.® Nello sviluppamento d’ la somma 
de' coefficienti de' termini di rango pari eguaglia 
quella de' coefficienti che appartengono ai termini di 

rango dispari . gy 

Teor. 1.® Essendo m , ni m^, n^, numeri respettivamente 



m fUt m m 

primi ha «“ a"< =: o" ' 
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« ^ 

Tcor. 3 * KelV ipotesi che m, n sieno numeri intieri, t pet 

™ ni 

Tìiftgpior srrnpUcità primi fra loro,!; a" =V n’’* * 



Confn\nzione de fnhi artifizi e ragionamenti con cui 

altri ha preteso di provare i teor. prec 

Formale esprimenti (a -fA-t-g--- nell’ ipotesi 

eli n=n , 3,4 

Cenno sulla formoln di Moivre. Si promette nel trat- 
tato de’ logaritmi una semplice formala generale con 

cui ottenere jn -j-c . ■ • 2* 

fiietodo compendioso per Jormare le alte poterne delle 

cifre e de numeri componi .... - 7» 

JiegoUi per innalzata tpediiamente una data cifra ad 

lai alta potenza negativa t ... . 73 

et odo semplice e breve per froltingare la tavola delle 

basse potenze de’ numeri mollo grandi 7^ 

Calcolo delle quantità radicali . • 7$ 

De’ radicali immaginari 76 

{Radici de’ numeri e delle quatitith ielferalì 77 

Criteri relativi all' estrazione della radice quadrata 
da’ polinomi : • • « " 8-83 



Teor, I ° Jl quadrato di un binomio è composto di tre 
termini: due almeno sono quadrati po.tùtVt ; almeno 
un coefficiente equivale alla doppia radice quadra ^ 

ta del prodotto degli altri due • . . . 78 

Teor. tt.^ Il numero de termini componenti il ejuadra - 
to nn trinomio non è minore di ^ nè maggiore di S jg 
Teor. 3-° Fu binomio ed un quadrinomio non ammet - 
tono radice qundi-ata 80 

Teor. 4." Il quadralo di un quadrinomio è composto 
di un numero di termini non minore di 7 nè mag- 
giore di io I i j i .. i . 81 
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Teor. S." Un. qi^intìnomio che non escluda la radic^ 
quadrata contiene due quadrati positivi , un sesùnovaìo 
tre , un settinomio uno o due , un ottinomio due o 
tre , un novinomio tre o quattro x vn decinomlo 

quattro 89 

Teor. 6.f II massimo numero de’ segni negativi nel qua- 
drato di un binoinio è uno , in quello di un trinomio 

è due, tre \n quello di un quadrinomio 83 

Estrazione della radice quadrata da’ numeri: doppia 
dimostrazione rigorosa della proposizione preliminare 
che la radice ha tante cifre quanti sonai membri di 
due cifre ne’ quali può spartirsi , contando l’ ultimo 

per completo ancorché noti tale 84-8^ 

Artifizio , con cui , ottenute m cifre della radice, si 

trovano in una volta w-i cifre susseguenti 86 

Estrazione approssimata , dove si Risente un metodo 

quasi comune 8y 

Estragone da’ numeri fratti e frazionar] 88 

Soluzione dell’ equazioni dj 7..°.,gradq .......... 8q 

Criteri per l’ estraziotte della radice cubica da’ polinomf , c;o-g 4 
Teor. I.* fcn polinomio che ammetta la radice cubica 
binonna è composto di quattro termini , e s’ egli è tale 
non può avere la radice cubica sotto altra forma che 

quella di un binomio go 

Teor. a.° Un quadrinomio esclude la radice cubica 1 .* se 
gon contiene due cubi; a.° se i. suoi termini non sono 

tutti, o tutti meno due positivi gì 

Teor. 3 .» Un polinomio che ammetta la radice cubica 
trinonrìa non può avere un numero di termini minore 

di g nè maggiore di io ga ' 

Teor. f’n polinomio di g ò di to' termini esclude la 
radice cubica i.® se respettiva mente non contiene due 
o tre cubi: a.® se ha un numero di termini negativi 

maggiore di 6 • 93 

'* 
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Nozioni preliminari per V €$lrazione anzidetla, dove ti 
dimostra che le cifre della radice sono tante, quanti 
i membri di tre cifre in cui il numero proposto pub 
spartirsi, contando l* ultimo per completo ancorché 

non tale p4 

Estrazione approssimata ed artifizio per compendiarla. 93 

Estrazione dai rotti q6 

f>ecomposizione de’ radicali il di cui indice sia un numero 
composto . 



7 

Formala opportuna per appurare s N quando m è un 
intiero poco maggiore di ì ed N un numero non su- 
pcriore al nutssimo fra quelli compresi nella tavola 

delle potenze 98 

Teor, Essendo N un numero intiero non pub supporsi 
b 

T N y dove b, c sveno numeri finiti e primi 
fra loro. 

Se yj =«+ 5 » indicando 

[(a+A)"*+A] per a-\-k-\-h' , è e dimi- 

nuisce a misura che si aumenta uno de numeri k, m. 99 
Metodo per ottenere quando esiste, la radice quadrata 

e la radice cubica di un numero a-*^\/ b sotto la 

forma t 

-di '>!(at:y/b')edi^ (ai^'Sly) .... 



Teor, 
m 



V, 



lOO-IOl 



Ricerca ' 



102*103 



Ffoyr. 



Discussione del metodo tenuto da parecchi Autori • • • lo't 
Artifizio relativo alla radice quadrata de’ polinomi nu- 
t menci i o 5 



ìì Proporzione, sue qualità e sue trasformazioni 106-7O 

Frc(rt«) «... 

Argomeninzionc aa/< eguagliarmi ordinali e rfa/regUA * 
glianza perturbata io8 
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Se e la proporzione a-{-b : a-j-c ::b: x 

dà c e <^b 109 

Essendo a il massimo termine in a: ar;: c: cr si ha 

'■<* e<i rt + cr> no 

Teorema del P. Grandi . . . . ni 

Proporzioni che hanno comuni gli antecedenti o i con- 
seguenti ; comuni i medj o gli estremi. 



Proporzioni che si ottengono moltiplicando per ordine 
più proporzioni geometriche, e sommando più pro- 
porzioni aritmetiche ; Se la ragione geometrica è la 
stessa, sta la somma degli antecedenti a quella 
de‘ conseguenti come un antee. al suo conseg. e come 

V unità alla ragione ii 3 

Progressioni aritmetiche: espressione delV n. ter- 
mine pel I .* ; la differenza ed il numero n : espressione 
della somma di n termini pel n.**‘^ ed n: pro- 
spetto dito formale che soddisfano al probi, generale: 

Dati tre degli elementi^ i> ed ultimo termine , diffe* 
renza , numero de’ termini e somma di essi, determinare 
gli altri due. Nella progressùme i, 3 , tc.si ha 
sempre la sontma eguale al quadrato di n. Il quadrato 
di qualunque numero n. equivale al prodotto di tanti 
numeri dispari quante sono le unità contenute in n . . ii 4 
Era due dati numeri inserire qualunque numero eli 

medi aritmetici n& 

Progressioni la cui differenza egtiaglim il \.e termine: 

Per rapporto ad esse, chiamando s la somma e t 
„ tsimo . . t. 

r n. termine, ss verificano i seguenti rapporti: 

1.* s = »lt(n-\-i') t;i.* nt<izs e> a 5 — 

3 .* Se il 1.0 termine è i si ha Sr-f-t ugnale ad un 

quadrato n^ 

Se nella progressione 1 > 3 ^ 5 1 7 ec. si sommano respet- 
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ti\'amenlei lernitni g.* e 3 .*j 4«*i S*> e 6.°; *}.<>, 8.*, 
tf‘. e iQ.°j ec. si ottime il cubo respettivo di 3, 4» cc. liì 
Indole e proprietà caratteristiche delle progressioni 
geometriche: la 3.® dà la sony^a espressa pel i ter- 
mine, /’n.***"*^ e la ragione: Questa formala combinata 
con quella del termine /i.***™^ dato pel i .®, la ragione 
ed n, basta per soddisfare ni 20 casi che custuisconà 
la completa soluzione del probi, generale: Dati tre 
degli elementi , 1 ,® ed ultimo termine , la ragione > il 
numero de’ termini e la somma di essi, determinare 
gli altri due. Difetto di tre formale come sopra otte- 
nute: ripiego per evitarlo 118-11^ 

Fra due dati numeri inserire qualunque numero di 

medj geonietriti ^ 

Teor. Se fra due nuhieri s’ inseriscono m medj aritme - 
tici, indi altrettanti geometrici, ciascuno de" primi 

supera il corrispondente fra i secondi i_2i 

Formolo per le progressioni geometriche convergenti infi- 
nite ; si dimostra che la somma è terza proporzionale 
ai numeri a(i — r), a, dove a è il i.® termine, r la 

ragione I2'4 

Regole per V algoritmo dell’ infinito e dell’ igfinitesimo. Lai 
jipplicazione delle progressioni a tre problemi i24~t^ 
\\^‘*ltKio sulle facoltà numeriche < . . . . . . 12? 



L»®«riuD.v anaZ/tico de’ logaritmi e nozioni isteriche su i 

^ medesimi j ^ ■ 1 28 

Calcolo logaritmico: il logaritmo di un numero decimale 
indefinito, non periodico, è un numero finita . . < . i2ft 
Prerogative del calcolo precedente ed eccezioni a cui 

esse soggiacciono i3o 

Il logaritmo di un numero finito, che non sia una po- 
tenza intiera positiva della base è un numero decimale 
indefinito non periodico: prerogativa del sistema di 



Digitized by Google 



Briggs per passare al logariinto de* numeri decupli € 

suddecupli . . i3l 

Artifizio più comodo del complcmciito aritmetico pir 

avere pósUivo il logaritmo di una frazione i3a 

Data la base ed una delle variabili correlative y cioè 
logaritmo e suo numero , si trosta una rapida serie 

esprimente il valore dell* altra . . ■ i33-i37 

Passaggio da un sistema ad un altro j e rapporto fra 
i logaritmi di due numeri in due sistemi diversi . ■ . i34 ' 



Metodo analitico e regola pratica per appurare il lo- 
garitmo di un numero .superiore al massimo delle 
tavole: confronto de* sistemi di Briggs e di Nepcro] 
tavola che molto agevola il passaggio dall’ dna 

all* altro ... • i35 

Serie di Keil l36 

Formolo per l'innalzamento di qualunque polinomio ad 

una data potenza 139 

Svilupparnento della formola del binomio nell' ipotesi 

che t*esponenle sia irrazionale: i4o 

Forma di log. (a ^-3 ✓ — i)*' anche nel caso che sia . 

V z::zp+^q V — 1 i4t 

Somma di una serie di Idgaritnii , spettanti ai conse- 
cutivi termini di una lunga progressione aritmetica ■ 
Sai,\Noùoni generali sulle serie, e prime idee deUe funzioni 



I generatrici. ..,..* i43*t44 

Rapporto fra la somma generale e la frazione genera - 
trice: somma complemcntaria j serie gemicoaverKcnti. i45 

Serie ascendenti e discendeati i46 

Sviluppamento diretto ed inverso delle funzioni in serie i47~*4fi 
Data un*equazione fra le indeterminate x ,y , svolgere 
la y in una serie convergente , ordinata secondo le 
potenze « i4& " 
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Serie algebriche ...... i5o- i5» 

IS'umeri poligoni i5a 

Aumeri figurati i53 

Serie i cui termini sono la potenza fm.”'”* di quelli di 

una progressione aritmetica i54 

Proprietà di certe serie semi -algebiiche: serie algebri - 
co-geomctriche ed algebrico-composte i 57 -i 57 



Serie ricorrenti , loro origine , somma e termine generale. 1 iC? 
Criterio per distinguere se una serie sia ricorrente. . . 164 
Idea delle serie esponenziali ed ipergeometriche , dove 

.N della interpolazione i 65 

^Rapporti Jra due frazioni convergenti successive .... ij6t» 
Limite della differenza tra una frazione convergente 



ed il numero da gii essa deriva 16^ 

Trasformazione di una frazione continua in serie. . . 168 
Proprietà caratteristica delle frazioni convergenti ... 17» 

Frazioni convergenti intermedie 171 

Proprietà delle frazioni continue , j cui successivi quo - 

zienti formano una serie simmetrica 1')% 

y * 

Nell'ipotesi che abbiati x — ^ h- ^‘,dove S'-c.it 



p 

si cerca un criterio per conoscere se — sia una fra' 
zione convergente, nata dallo sviluppamento x in 

frazione continua 178 ‘ 

Applicazione alla determinazione dell’anno civile e del 

tusmero aureo 174* > 7 ^ ' 
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ORAZIONE INAUGURALE 



su I PREGJ 

DELLA MATEMATICA 

LETTA NELL’APERTURA DEGLI STUDJ 
DELL’ UNIVERSITÀ’ LUCCHESE 

-L’ ANNO 180#. 



xJn desiderio innato e vivctce di sapere ^ Ita 
spiato inai sempre V uonw a studiare i segreti 
della dij^tl natura, ho spettacolo maestoso 
ch’ella dispiega al suo sguardo, solletica in pri- 
ma l’inffuie/a curiosità del suo spirito: pascla i 
moltiplici rapporti dei fenomeni nalurali cogli 
umani bisogni, lo determinarono a. coltivare con, 
ardore una scienza, che prometteagli piu d’ogni 
ahra, largo compenso de’sum sudori: immagina 
esperimenti ed osservazioni , formò ipotesi e si- 
stemi, investigò calcoli e misure, e ad onta degli 
ostacoli, che la ritrosa natura costantemente op- 
pose a’ suoi tentativi, segnò le prime tracce dell’ 
Astronomia sulle torri di Babilonia (i); Drovtì 
nell Indie il rapporto del diametro alla circon- 
ferenza del circolo (2) ; acquistò pratiche noxion 
ni d’ Idraulica nell' Egitto^ dirozzò la Nautica 
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presso Tiro e Sidone ^ e tutto poi ridusse a mi- 

f lior forma nella Grecia, sotto la scorta di 
^^ete, di Aristotile, di Platone. Bisogna ben 
dire che possenti sieno le attrattive, che suWuom 
fornito^ di^ solido ingegno spiegan le scienze , 
giacche niuno di tjuesti le conobbe senza inva- 
ghirsene , ninno se ne invaghi senza promuo- 
verle , niuno le promosse senza compiacersene 
'Uivamente. Il sacrijizio di cento vittime , che 
per una scoperta geometrica Pittagora emerse 
alle Muse: V esultanza con cui fuori balzò del 
bagno Archimede, trovato il rapporto dell’oro 
misto all’ argento nel diadema del re Gerone , 
provano abbastanza quanto squisita sia la com- 
piacenza deir anima nel discuoprimento di una 
verità recondita e sublime. Qual dunque pote- 
va io - bramare più stimabile , più insigne de- 
stinazione di quella, per cui mi viene ingiunto 
d interpetrare ad una gioventù generosa U codi- 
ce augusto delle scienze esatte^ codice scritto' 
COI caratteri piu significanti ed istruttivi, voglio 
dirà coi trigoni , coi circoli, colle formole^ cornee 
illustre per le più alte dottrine che sommi genj 
lasciarono qual sacro deposito alla dotta poste- 
rità j codice ricco di preziose applicazioni alle' 
arti ed alle scienze eesenziali al ben essere ' 
dell’umana vita ? ^ • 



lo conosco, sapientissimi Moderatori, giovani- 
egre^' , ascoltatori ornatissimi , tutta l’importan- 
dell’onorevole incarico addossatomi, e grato 
benignità del Potere Esecutivo , il cui una- 
rume suffragio mi ha prescelto , propongomi di 
secondare con ogni sforzo le savie mire di lui 
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non meno che deiòran Consiglio, il qual volle 
che pur finalmente si stabilisse anche fra noi un 
Ucèopiù compiuto e meglio diretto alla pubblica 
istruzione. Per aggiungere intanto qualche im- 
pulso alla gioventù amante de’buoni studj,mi oc- 
cuperò nel descrivere i raripregj che caratterizza- 
no le Matematiche scienze. Non vi aspettate elogi 
equivoci o mendicati^ sterili od ampollose ampli- 
Reazioni. Io vi parlerò collo schietto e nudo Un- 
guaggio della verità ^ ma sarà questi cosi conclu- 
dente per se medesimo e cosi luminoso, che tutti 
converrete meco, fra le umane discipline non 
esservene alcuna, la quale possa nella sublimità 
emulare, imitare nell’ esattezza , vincere nell’uti- 
Utà, quell’ ammirabile e quasi sovrumana disci-* 
piina ond’ io ragiono. 

La Matematica , dai Greci chiamata discipIi-> 
na per eccellenza, considera i rapporti delle^ 
quantità: se queste sieno discrete eUa prende il 
nome di Aritmetica j se continue quello di Geo- 
metria, di cui sono una diramazione, la Trigo- 
nometria e la scienza delle curve: se le quantità 
ch’ella contempla sieno costanti ed indeterrrdna- 
%e ne risulta l’Algebra^ se indeterminate e varia- 
bili, il Calcolo Differenziale ed Integrale. Per 
non impegnarmi in un’indagine che troppo lunga 
farebbe e troppo sublime , io mi as{errò dal des- 
crivere le più diffusili prerogative di cui le divisa- 
te scienze sono tutte dotate: vi esporrò in vece al- 
cune considerazioni generali , che a guisa di 
pitture in iscorcio, presentino all’occhio que’punti^ 
di vista più vantaggiosi i quali s’ incontrano nella 
provincia delle scienze esatte» 
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Non isiàrò dunque a rìdile , che ogni vócabo^ 
Io ammesso nella MatenttUica e rigorosamente 
dejiniio: che in essa per ordinano si procede dnl 
semplice al composto: che sempre si parte dti 
proposizioni certe od evidenti: che non si am- 
mette dimostrazione ove lé proptìsizioni inferme^ 
die non si conoscano identiche ^ nè mi tratterrò 
a spiegare , come il calcolo analitico equivalga 
ad un linguaggio semplicissimo e regolare , sin^ 
golarmente adattato alla combinazione di una 
lunga serie d’idee: basta sciogliere un problema 
col raziocinio , quindi cól calcolo, per vederne la 
differenza. ( 3 ). 

Omesse queste facili nozioni mi sollevo a con- 
templare nella pienezza del suo splendore la 
scienza che siede regina dell’ universo , per mo- 
strare a tutti voi una paHe di quella luce vivissi- 
ma , di cui niun raggio Jia mai concesso al volga 
ignaro e profano, 

lo veggo la sintesi geometrica sulle tracce di 
una forte meditazione procedere tentando con 
passo lento e misurato , ma coir occhio fiso 
nell'oggetto a Cui tende, ma Colla mono armata 
di ardente face che le rischiara il cammino 
da’ primi assiomi all’ ultime conseguenze. Veg- 
go le costruzioni sintetici^ prestare utile ser- 
vigio alle arti, e delineando nello spazio il si- 
gnificato delle formale , rendere sensibili colle 
proprie immagini gli astratti risultamenti del 
calcolo. 

Mi volgo all’analisi, e quali non ravviso in lei 
divine sembianze! Rapita da irresistibiV estro ( 4 )^ 
fissa ella in prima l’astrus’ oggetto della propo- 
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itairidagìnè; indi rapida ne percorre coti" ar*^ 
dètìtè pr-ìisiero i rapporti, e prescelti quelli ché 
sono del sospirato arcano la clùa\>e , si uffrétlà 
di ùjffidàme téspressione al prepotente magistero 
de‘ simboli letierali. Serena calìHa rispléhd'e at^ 
torà Sulla sua fronte , sfavillano i suoi sguardi , 
appariste nel suo contegno la compiacenza 
dell’ anima. Già più non si otcupà detlà tpt'èsiiO^ 
ne: Voi la vedete obhiiarne V idèa, isolarsi per 
tósi dirè dalla natura, e concentrare dinuovO' 
in. se stèssa tutte le forze. Unitìiniente intesa 
alt ingegnoso nieccanismo di un sicuro algorìt^ 
iìio, ella svolge, iras fornva, combina ,ris6Ué , lià 
abbandona la fida traccia dette anxdiUchè 
tè, finché tiel Successisto s^ituppaniehtO rttf/i in^ 
COttiH un* evidente proposizione, ché ih forza di 
un* idèntica tonnessione Oiètafisicà l’ aislóuri 
della *vefità ricètcata'. Snella traduce le verità 
pttfttOOiàri nel Suo linguaggio univèrsdtè, ècco 
dàtté sub Sémplici espressioni uscire una folla di 
verità ftUOVe ed itlUSpellate j èéco nuòvi è generali 
metodi presentarsi spantatieàtttèniè , per Servire 
alta soluzione di tutti i pròblerhi di uno steSSO ge- 
nere. Una sóla èspresSiónè algèbrica dà lume 
sovente ad Urta stienià Iutièra, derivandosi da 
essa senza fatica un gran numero d' importan- 
tissime coUséguenze. Che più? L'analisi per 
mezzo da’ Suoi ìisuìtamèhti scUapre ritiali sieno 
i ptvbtètrii assurdi', offré tutte té soluzióni del 
problema proposto, e stmtmitiisira poi anche quel- 
la d^ptoblemi correlativi. Mà.... se tati sieno i 
dati di un problema, che malgrado qualuttqub 
combinazione, sol ne risulti qualche sfuggevole 



pi-.ijiTiiri by GoogU 




V 

elemento della verità ricercata, si smarrisce forse 
l’analisi o si mostra men grande? Cercandosi la 
lunghezza di una curva qualunque , altro non si 
ottiene che il limite a cui la lunghezza richiesta 
tende indefinitamente: se vuoisi m curva formata 
da un filo sospeso pe’ suoi estremi, non si discuoi 
pre che un suo elemento infinitesimo. Ecco duni> 
que trasportato lo spirito in un mondo intellet-* 
tuale trascendente , sublimissimo: senza nuovi 
principi, senza nuove regole, non v’ è speranza 
per lui di alzare il difficil velo che asconde ai 
profani gli ardui misteri della natura. Ebbene: 
se l’analisi lo assiste ei non ha che temere. Data 
un’ espressione variabile, ella insegna a trovarne 
il limite o l’elemento infinitesimo: dato questo 
ella risale all’espressione variabile che gli appara 
tiene. Ottenuta cosi la soluzione di questi due 
problemi generalissimi , che respettivamente co- 
sfitùiscono il Calcolo Differenziale e l’Integra- 
le non avvi nella natura verità si ritrosa 

ed inaccessibile fihe all imperiosa forza non ceda 
delle analitiche f ormale. Fuggano pur dal sole 
ardenti e rapide le comete ^ sieno pur da noi 
divisi per enorme spazio Saturno ed Urano, 
non per questo si sottraggon essi all’ indagine 
sull’acuto calcolatore. 

Voi già vi accorgete , Ascoltatori umanissimi, 
che t oratone mia piega spontaneamente verso 
lo scopo primario cui è diretta, voglio dire alla 
descrizione delle applicazioni pregevolissime, di 
cui la società è unicamente alla matematica de- 
bitrice. 
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n primo vantaggio die l'uomo ritrae dallo stu^* 
dio della Matematica consiste in un'ejfìcace 
istruzione dell'intelletto. 

Gli oggetti che ciascuno può proporsi nello 
studio della verità, si riducono a distinguere il 
vero quando si esamina, a dimostrarlo quando 
si conosce, a scuoprirlo quando si cerca. Tutta 
è problema nella vita umana , e t uomo nelle sue 
deliberazioni altro non fa che sciogliere abituai^ 
mente questioni determinate o indeterminate , 
prevalendosi dei dati che la sua sagacifà sa rin^ 
tracciare nelle circostanze stesse del problema ^ 
proposto. Or quali sono le operazioni primarie 
che V intelletto impiega nelle sue deliberazioni? 
Percezione , giudizio, raziocinio .dimostrazione' 
e metodo. Vediamo come la Matematica perfe^ 
zioni V intelletto nell’ esercizio di mieste. • ' 

/ difetti della percezione e del giudizio na-~ 
scono tutti, o dalla incompleta costituzione del” ' 
le idee su cui si fondano, o dall'oscurità de'vo” 
caboli con cui s’ esprimono, o dalla mancanza 
stessa de’ segni a ciò necessarj. Per prevenire 
tali difetti i Geometri hanno proporzionato albi-' 
Sogno il numero de’ vocaboli, e si sono prefissa'' 
la legge di rigorosamente deJinirlL Quindi l’uso, 
arbitro d’ ogni linguaggio , ha rispettato maisem- 
pre quello dèlia Matematica, e gl’ immensi suoi 
progressi da Talete sino a Lagrange^ V hanno ar* 
ricchito bensì di nuovi segni e vocaboli, ma senza 
privarla di quelli ond’era in possesso.Quando si 
dicea due rnìl’anni sono, che il quadrato dell’ ipo- 
tenusa eguaglia la somma di quelli de’ Cateti 
corrispondenti, esprimcvasi la stessa verità che 
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ai presente si esprìme ^ perche i vocaboli ,-au^\o. 

qui^drato, ipotenusa, eaitfitOy sempre hanno 
rappresentate le stesse idee. (6) 

La perfezione del raziocinio esige una chiara 
enunciazione delle pwposizioni ond’ è composto^ 
ed una evidente deduzione delle nsedesinv:. / 
Matematici si sono assicurati di ambedue q,uestci 
dòti, prima colle avvertenze sopra esposte, fiuijidi 
con escludere ogni supposizione gratuita y con 
inserire esattamente le idee intermedie , eoa as-f 
sumere per base una proposizione evidente se ^ 
procede per sintesi, e con ricondurre, ad una sb- 
mde proposizione il discorso qualora procedasi 
per analisi. Queste precau zioni basterebbero per ' 
coTWìliare ai raziocini , e quindi aMe dimx)sUor 
zioni della Matematica , quel credito che loro, è 
dovuto , Evvi pero una ragione intrinseca , la. 
quale stabilsce su di un fondamento inconcus-r 
so la certezza^ si de^siioi raziocini che delle sue 
djmostmzioni, indlpendenteipfinte da qualunque 
estrinseca precauzione e da qualunque regola, 
'fai ragione consiste nella natura delle idee 
complete che. la Matematica impiega nelle sae_ 
CQmbinazioni , poiché queste idee sono tali , che 
tutte le loro pix*prietà necessariamente derivano 
dalla, proprietà stabilita per caratteristica prin-^ 
cìpale. TJjia dimostrazione matematica sebbene 
oscura., confusa od. inf satta , non per questo la-f 
scia di coud.utre alla, cognizione ad’ vero chiìui~ 
que segua con. sagaci! à il filo della medcsim.a , 
perche nqn può egli fare a meno di rettificarla è 
dadurne la consegueru^p richiesta. 



Rapportò al ifiefodo che osservasi nella Ma-^ 
tematica, nulla può idearsi che piu sia per 
l'umana ragione soddisfacente , nulla che' pii* 
sia luminoso. Qualar si ragiona con metodo sin^ 
letico, si parte (la una proposizione perse mani^ 
festa ^ da questa si deducono delle proposizioni 
successive ', fra loto strettamente connesse come 
conseguente ed antecedente, e si prosegue in tal 
guisa finché si trovi per ultimo conseguente la 
verità che deesi dimostrare. Se si lagiona per 
analisi, si pianta per base la verità che si cerca, 
e supponendo ch’ella sussista , se ne deducono 
per mezzo di opportune condtinazioni e trasfor- 
mazioni varie conseguenze successive , imme- 
diatamente fm loro aipendenti , o come dicono i 
Logici identiche fra Hi loro , e s’inoltra in questa 
guisa il discorso , finché pervengasi ad un con- 
seguente , la cui verità sia certa ed incontrasta-» 
bile. Questo che appellasi metodo di risoluzione, 
è l’unico metodo che la natura suggerisce per 
discuoprire le verità incognite j il metodo a cui 
l’uomo è debitore delle sue più fine invenzioni, 
IJ analisi superando con armi potenti gli ostacoli 
che le si oppongono, s’apre una sicura strada alla 
verità che ricerca: la sintesi ricalcando com’è 
suo stile, con passo retrogrado le orme delV ana- 
li si, altro non fa che appianare e sparger di luce 
il sentiere dall’ analisi aperto. 

Questi due inetodi inversi, specialmente se 
affidati fieno ai simboli del calcolo numerico e 
letterale, sono dunque celti ambedue, e condu- 
cono al discuoprimento ed alla dimostrazione 
del vero^ H calcolo, disse molto bene V elegantis- 
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simo Fontanelle {Prèf. à la Géom. de V /«/•) d 
calcolo è nella Matematica ciò che nella Fisica 
è l’ ^sperimento , e le verità per mezzo di esso 
rintraociate possono tenersi per verità sperimen- 
tali. Egli è vero che i Matematici hanno talvolta 
abitate fra loro delle controversie lunghe e div- 
edi, ma ia tal caso si sono essi dipartiti dai loro 
principi j hanno abbandonato il metodo proprio 
della loro scienza. E chi non sa che di tutto può 
l'uomo abusare? La quistione sui fondamenti 
del Calcolo Differenziale e quella delle forze 
vive svanirono immediatamente , appena furono 
rigorosamente stabilite le nozioni che esser do- 
vean la base de'raziocinj analitici. Peraltro, una 
quistione mólto è distante da un errore j e nel co- 
dice delle scienze esatte non si registra un teore- 
ma, ove distinti non appariscano i caratteri della 
certezza. 

Eccovi, Uditori ornatissimi, dimostrato breve- 
mente come la Matematica istruisca V uomo 
nell esercizio delle sue facoltà intellettuali. Essa 
io prende per huino , e guidandolo per sentieri 
talvolta disagiati, sempre sicuri, lo avvezza a 
prendere nello studio del vero quelle direzioni 
che le variabili circostanzepossonosuggerire. Dia 
pur la Logica delle regole astratte, capaci di al- 
lontanare dalL errore i meno accorti ( 7 ),* essa 
mai non formerà colla sua teorica un sagace ra- 
gionatore} laddove la MatenuUica con le sue 
pratiche lezioni porterà sempre V uomo alt apice 
di quella perfezione di cui e capace. Si dimenti- 
chi pur egli le dottrine che apprese col soccorso 
delle figure e del calcolo: il suo ingegno sempre 
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conservem una mdg'gioré attitudine al drillo e 
profondò Tiizìocinio : una fii te perspicacia ed un 
giusto criterio lo distingueranno sen^te dall’uo- 
mo incoerente e superficiale. Non contenta però 
la Matematica di pcrfezionarr l'umano ingegno 
con un'efficace e sltaordinaria istitutione , ella 
rrnrahìl niente prowéde anche ai bisogni ed ai 
comodi della vita. Infatti noi dobbiamo aHu 
Geometria elementare la misura de’ nostri campii 
ed il proporziohàle spartirnénto de' medesimi ì 
quindi làfrwiUtà de' con tratti nel part'aggio delle 
eredità e nell’ acquisto de' fondi. Noi abbiamo 
alla Geometrià descrittiva l'esatta esecuzione 
de' disegni eia rndriiera di rilettarne il significa-' 
io preciso 5 quindi le costruzióni della prospetti- 
va ', la determinazione dell’ ombre e la grafica 
mppresentazione di molli oggetti, dìfficiii a 
concepirsi ed essenziali alle arti meccaniche. 
Noi^ dobbiamo alla Trigónattiélria la misura 
delle distanze inaccessibtii; il calcolo dette lati- 
tudini è delle lohgiludim e l’Astronomia sfe- 
rica^ quindi la Geografia, scienza indiSpensabUc 
per lo studio della storia aritica e ttùfdemà / per 
le, grandi spediziòhi terrestri e marittime, si 
g^rriere che commervùdij pel discu^srirhento 
di nuove terre , per la cognizione del globo ( 8 ). 
Noi dobbiamb atte curve coniche i fèmdamenii 
dell’Astronomia Fisida cd rdl’ analisi il compi- 
mento diquéstàt qùifidi tesnttétzd détta nòstra 
Cronologia , la correziénè dette nostre carte geo- 
grafiche, il sicuro ardhrtehto detta navigazione 
moderna, e la cognizióne che abbiamo dell' uni- 
verso. 
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Lungo troppo satvbbe il ilescrherè le applica- 
zioni dell’ analisi alla dottrina del baratto 
meivantile e dell'interesse, al calcolo dell umana 
vitalità e delle probabilità d’ogni genere : le ap- 
plicazioni alla Ballistica , ormai divenuta un 
codice geometrico : le applicazioni ai problemi 
'sulla ri frazione e sulla diffrazione della luce ^ 
da’ quoti dipende la posizione ile’ corpi celesti e 
la perfezione de’ telescopi : le applicazioni alla 
teoria delle machine , per cui t'uomoi sosiituita 
■la forza degli animali e degli elementi alla sua, 
altra occupazione non si riserva che ejuella della 
sua intelligenza: le applicazioni all’ Idraulica > 
che armata di sperimenti , di formale ^e di mis- 
chine , apre nuovi canali alla navigazione , con- 
duce emissarj a traverso de’ monti, unisce insieme 
opposti mari , feconda ed arricchisce province 
edimperj: Le applicazioni alla musica , alla 
Gnomonica, all’ Architettura t all’ Economia pù&r 
blica (9) al moto muscolare (10) ed a tuUo 
finalmente che dipende da qualunqné siasi reg^ 
lare combinazione , od al non equivoco 
soggiace di fisiche leggi. V f 

Noi siamo avvezzi, uditori ornatissimi >, 4 
profittare degl’ inestimabili vantaggi che dplla 
matematica ci provengono tutto giorno , o ssnza 
saperne V origine o senza considerarne it rap- 
porti: l’uso stesso molto in noi diminuisce quel 
sentimento di stima che a lei si debbe. Ed a che 
serve la Matematica ? ho inteso più volle ripe- 
tersi da persone splendidamente educate nell’ 
ignoranza. A che serve la Matematica? Setye a 
raffinare l’intelletto nello studio delle scienze 
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servò cui infondérè nello spìrito inusitata gioeon» 
dilà , frutto delle suùìinìi sue speculazioni^ serve 
a raddolcire le amarezze d^la vita, a rendere 
V uomo felice e longèvo (i i). Parvi forse POCO 
benefizio questo uditori , disse già il Celebre Tor- 
ricelli nella q." sua lezione Accademica,^ che 
mentre voi abbiate un iti^grio lucido si trovi 
una scienza sì nobile, che da se sola sia bastante 
ad appagare il vostro intelletto , e à dar cibo 
d’ingegnoso trattenimento alla cupidigia di qua- 
lunque curioso speculatore? Che frutto d’ inter- 
na consolazione stimate voi die raccolga un 
animo veramente filosofico, dedito alla cultura 
di una scienza , gl’insegnamenti della quale non 
sono opinioni di dottori o fantasìe d’uomini , ma 
beneplaciti divini e verità indubitate ed eterne ? 

Non cdtri che il cieco dalla nascita può igno^ 
rare a che serva la luce: non altri che un imbe- 
cUle, che uno stupido , può chiedere a Che serve 
la scienza maestra dell’umano ingegno ^ quella 
scienza che trasse il mondo dall’ orrido stato 
della primitiva selvatichezza, e che preparò sicu- 
ri mezzi per l’ universale incivilirriénlo. Traspor- 
tiamoci per un istante rie’ secoli che a stento 
videro balenare qualche raggio di scientifica 
luce. Ecco una fosca eclisse , ecco una minac- 
ciosa cometa, spargere d’improvviso nelle nazioni 
lo spavento e’I terrore. L’armata di Nicia , per 
una mal temuta oscurazione dell’ astro diurno , 
socconthe all’impeto ostile, e la caduta di Atene 
non ha riparo: una gran parte dell’ Europa , sul 
fine del secolo Xlf {i) aspetta da un’ immagi- 
no Nel liM 
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noria cóngiunzionè de" pianeti V ultimò eccidio : 
i fiumi e i torteìiti indocili soverchiano te sponde, 
e divorate le speranze de’ coloni , portano lo 
macilènta fame nelle sterilite campagne, l noc~ 
chi eri, privi di carte geografiche ; ignari de"' Afe-- 
dlcei satelliti , radono paurosi le coste, ed osano 
appena salutar da lungi le temute colonne d’Kr- 
cófe e la Venerata ultima Tute (^2). Per difetto 
dì Geografìa perisce ne’ deserti deìl’Asia una 
gran parte deWesercito alemanno direttoalìa con- 
1 /nista de" luòghi Santi (i 3). Ija cronòfogia Scon- 
certata indica il princìpio della pìimavera in 
. mezzo al verno, e non ovvi un Sbdgene che prov- 
veda a si strano sconvtdgimentó , non un Giraldi 
che stabilisca una correzione permanente (i4)* 
Le dàte principali deli" antica sfòHa > ignomn- 
dosi il calcolo dell" eclissi , non possono verifi- 
carsi (i5): pèndolo ; meridiana, telescopio, son 
nomi ignoti: ignoranza tieUa scienza geo- 

metrica invano cercasi un oratone (l6)y pel- 
difetto di cognizioni astronomiche pili non s’in- 
tendano gli storici ed i poeti Qrèci e Ladnif 
ninna idea di agrimensura^ t atvhitctthra me- 
schina ed informe^ labaìKstìca e la tattica senza 
regola {if) , il commercio ristretto c difficile » la 
società priva di mille comodi, assediata da" biso^ 
gni, immersa ne’ pregiudizi , chieggosi ades- 

so a che serve la maternatica. 

Perdonate di grazia. Uditori Umanissimi, s" io 
trasportato da un ardente zelo pii decoro della 
più bella fra le scienze umane', scienza che gl'in- 
telletti apre e sublima scienza elle fonte 
d’ogni sapere, scienza amica dell" uomo e della 
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eivil società prim’ Ornamento e sostegno , mi sona 
diffuso nel mfender ne V inesausto merito dada 
stolta censura di coloro , che la dispregiano per 
non confessarsi ignoranti di un' essenziale 
disciplina. Voi troppo saggi , voi troppo siete 
illuminati , per lasciarvi sbarre dalle impostura 
di chi odia la luce, di chi pospone ad una va- 
nità frivolissima il ben essere della società, 
nel cui seno gode mormorando i non ineritati 
benefizi delle scienze calcolatrici : lo sono anzi, 
persuaso che voi non cessiate di promuovere colle 
vostre insinuazioni lo studio di cui favello , stu-^ 
dio eh' è ormai divenuto Indispensabile e che la 
misura costituisce deW umana cultura. Resia 
Solo ch'io prima di por fine al miq ragionamento 
mi rivolga alla gioventù che mi ascolta, per esor- 
tarla aa entrare aoraggiot^a nella carriexa de' pia 
grandi genj ond^ l’ùmdna specie altwnente si. 
onora, ' i 

' Qual parte , .Giovani riveriti, vedete voi collii:, 
vare della severa o dell' atnena letteratura? Vi 
alletta forse h studio della storia ? Vi conviene, 
possedere la Geografìa si moderna che antica ,, 
poi la Cronologia , quindi i’ arie di verificare le 
date , arte inseparabile dal cìUcqIo del? eclissi, 
yi piace di riuscire con lode nell' eloquenza ? 
Eludiate la natura , imitate i grandi esemplari ,. 
ma imparatela Geometria e coltivate le scienze. 
Gcerone e QuiotUiano vi escludono senza 
queste condizioni dallo stuolo degli oratori. 

Amereste voi di porre il piede ne' sacri pene- 
trali della- dotta Filosofia ? S lassi Pitagora 
sulla soglia per chiedervi se a dovere siete^ istruiti. 
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nelle dottrine geometriche (19)// consiglio dato 
da Ipporrate a Tessalo suo figlio (20) di studia- 
re l Aritmetica e la Geometria, ed il simile avver- 
timento di Boheraave vi avvertono, che non osiate 
tentare il venerato oracolo del misterioso Escula- 
pio senza il corredo degli elementi matematici. 

Sareste mai chiamati all- ecclesiastico mi ni stero? 
Ebbene i o V eloquenza , o la Jilosofia, o V antica 
Storia sacra e profana , debb' essere vostra spe- 
ciale professione (21). 

Io non i statò ad inculcarvi che imitiate i som- 
mi padri dell'antica legge , khvomo e Mosè , che 
a fondo conobbero le discipline tutte de'lnro tem- 
pi: non vi consiglierò col dottissima Vescovo 
d’ Ippona lo studio dell' astronomia , come di 
una facoltà essenziale alla cronologia, e che mi- 
rabihnente dimostra l’esistenza e Ya grandezza 
del Creatore: mi asterrò dal ripetervi gli elogi 
con cui S. Gregorio Nazianzeno esaltava S. Basi- 
lio suo maestro per la straordinaria sua dottrina 
nell’ Aritmetica , nella Geometria e nella Fisica 
celeste: non vi farò menzione della sovrana mu- 
nificenza con cui Sisto If^ premiò il valore del 
matematico Regiomontano j nè vi rammenterò i 
preclari nomi , del Cardinale di Cusa (22) , 
del Vescovo Artus ( 23 ) di Cavalieri, Granai, 
Jacquier, Bosoovich, Ximenes, Riccati, Frisi, 
Saladini e cento altri , che l’ornamento furono e 
la gloria del sacro loro Istituto. 

Se non vi scalda il seno betta fiamma d’onore 
se vivace desio di conoscere le arcane maraviglie 
della naturanon vi risveglia, lasciatepura c’ altri 
di voi più generoso , tenti con dijficil volo le 
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sublimi regioni dell’ analisi superiore , che ren-* 
dasi benemerito della patria , e stabilisca saldo 
monumento al suo nome: ma se vegetar non vo- 
lete nella società quai piante parassite^ se non vi 
aggrada c’ altri vi creda numero vile e prossimi 
all indisciplinabile specie dell’ orang-utang (24), 
studiar v’ è d’uopo gli elementi almeno delle 
scienze esatte , onde correggere ed avvalorare il 
vostro ingegno, e distintamente abilitarvi a qual- 
che liberale facoltà. Non si pietende da voi che 
per istruirvi andiate nella remota Iberia,come il 
celebre Gerberto, poi Silvestro II Pontefice : noti 
che studiate , com egli fece , codici oscuri ed in- 
formi: non che diffondiate al paro di lui le 
cognizioni matematiche fra popoli semibarbari. 

. Senza che rinunziate un istante agli agi domesti- 
ci , voi avete nella patria ed ottimi libri e dottis- 
simi istitutori e compagni eruditi : voi vivete in 
una colta società dome si aggiungerà stimolo alla 
vostra diligenza , si farà plauso al vostro pro- 
gresso, si concederà premio al vostro valore. 
Risolvendovi , come spero, di coltivar con ardore 
lo studio che in propongo , tutte per voi facili 
diverranno le discipline^ in alcuna potrete age- 
volmente segnalarvi, e le cattedre dell'università, 
gl’ impieghi del Foro , le cariche primarie dello 
Stato, off eriranno convenevole guiderdone al vo- 
stro merito. Ponderate quanto vi ho detto e deci- 
dete. 
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XIX 



ANNOTAZIONI 



(’i) Coti Vossio De nat art. lib. Ó. cap. 3o. ùoguel De l’orig. des loi< , 
det arti, et de» Science* voi. i. p. si5. Vanham per altro ( Canoa 
cronicut ) vuole che 1 ’ Aslronoinia sia nata in Kgitto, e Luciano dice 
che sono stati gli Etiopi i primi maestri degli Egiziani. 

(a) In grazia delle ricerche fatte dagl’inglesi nell' Indie, sappiamo che 
quei popoli jiossedeano sino dall’antichità pià remota ed iuiniemora* 
bile cognitioni molto difficili di Geometria , mentre in un antichissie 
mo libro de’Bramiui intitolato Ayetn-Akbtry , si è riscontrala un’ ele- 
gantissima espressione del rapporto fra la circonferenza del circolo ed 
il diiDietro , rapporto che dipende da un poligono regolare inscritto 
e circoscritto, di 76)1 lati. 

( 3 ) Non è vero che 1* inesattezza delle scienze derivi , come opinò Con- 
dillac, dall'im|>erfe 4 Ìone del loro linguaggio. Per quanto semplice e re- 
golare questi fosse , composto anche di un ristretto numero di voci 
tutte roonosillabe o dissillabe, come il regolarissimo idioma Chilese, 
in cui non ti contano che circa acoo voci, qua,i tutte della misura 
sopra indicata , tuttavia mancherebbe alle scienze anzidette la sempli- 
cità e la certezza de’ ^rincipj , ed una dimostrata regolarità della loro 
maniera di agire. Tali tono nella Meccanica le leg^i dell’equilibrio e 
del moto ; tali nell’ Astronomia le leggi dell’ attrazione , e le cosi dette 
leggi planetarie di KepUro. 

( 4 ) fissare significa guardare fissamente, non già stabilire e costituire; 

(5) La contrastata Metafisica del Calcolo OilFerenziale mal potrebbesi adom- 
brare con un astratto ragionamento. 

(fi) n raffinamento de’ metodi e delle teorie ne ha rettificati parecchi e 
ne ha eliminati pochissimi , come filala, apotome , trigono vicario. 

( 7 } Le regole sono come i ripari su i ponti , che non servono a far 
caminare i passrggieri ma solo ad impedire eh’ essi cadano nel fiume 
( Condillac Logii.a. ) 

(S) Le catte ridotte di If tight furono moltoutili alla scienza del pilotaggio. 

fy') Canard - Prini-ipes d’Economie Politique Paris iBoi. 

(10) Hanno profondamente scritto tu questo sublime argomento Boretli, 
Lambert, e Fos tomi reni. 

(11) Noi stiamo formando un r^istro che comprende in ordine crono- 
logico la respettira età di tutti i matematici insigni sin qui conosciuti, 
con r "Ib* ricavarne la vita media de’ matematici , e da questo la- 
voro , apparisce fin d' ora assai superiore la loro longevità. 

(la) Gli Argonauti , per aver traversato il mare di Marmata furono ri- 
guardati come uomini prodigiosi ( Cassini ; Orig. dell’Astron. p. i.) 
gli eroi della Grecia per valicare l’ arcipelago prendeano scrupolose 
misure e faceano straordinari preparativi ( Odissea lib. 3. ) . Virgilio 
conduce la fiotta d’ Enea lungo le coste della Grecia , e per iscanta- 
re Io stretto di Messina gli fa seguire il circuito della Sicilia. 

(i 3 ) Veggansi tU Estratti Storici di JLammer, 
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(14) Sosigene , recttosi d'Alesnndria a Rema per ordine di Giulio Ci- 
tare aggiunge 67 giorni all’anno 708, che fu detto armo della conm 
fusione : ne determinò la durata a 365 giorni c 6 ore , mentre per 
r innanzi era di giorni 355 , e stabili l' intercalazione di un bisestile 
al termine d’ogni 4-° anno; regolamento che fu scolpito in bronzo 
sotto Cesare Augusto , onde servisse di norma al popolo ed a’ Pontefici. 

(15) Costard ( Hist. of Ast. p- z36 ) ha dimostrato mediante il calcolo 
deir eclissi solari che il termine della guerra fra i Lidj ed i Medi 
corri.cponde all’anno 6o3 avanti l’E. C. e che dee riferirsi all’anno 
47ÌI la spedizione di Serse contro la Grecia , spedizione che dianzi 
aupponeasi avvenuta l’anno 4*^o. Con questo metodo egli concilia Se- 
nojonte ed Erodoto per rapporto all’ epoca in cui Ciro conquistò la 
Media. Veggansi gli aurei elementi di cronologia di Gabriele fian- 
frtdi. 

(16) Quintiliano Lib. I. Cap. X. sul fine. 

(17) Il celebre Nicolò Tartaglia Bresciano fu il primo, per quanto a 
noi sembra, che ne diede una qualche teoria nella sua Sosenu'a Auoua 
pubblicata nel i554- 

(ib) Cosi il chiarissimo Poeta Vincenzo Monti nella Cantica in morte di 
Mascheroni. 

(19) Tutti sanno ch’ei scrisse sn’la soglia della tua scuola: Ninno en- 
tri se non possiede la Geometria . 

(au) Montisela ( Hist. des Mathem. p. 17-) , 

(ai_) S. Agostino (De Doctr. Christ. Cap. t6 e 37. J e S'. Girolamo 
( EpisL 5. ) sostennero esser necessaria la scienza de’iiumeri per l’in* 
telligenza delle Sacre Carte. 

(la) £i coltivò con impegno l’Astronomia e diede anticipati saggi deb 
sistema Copernicano. 

(z3) Questo illustre Vescovo di Gap in Francia pubblicò un ingegnoso' 
libro, intilolato: Curvilineorum Arnaenior contemplatio, an. i654 in 4.° 

(a4) Si allude ai mediocri ingegni cioè alla massima parte degli uomi- 
ni. Questi , senza lo studio delle Matematiche sempre saranno ineti) 
a qualunque disciplina, ed in parte verificheranno ciò che per am- 
plificazione è stato detto. E inutile rammentare il vertum ardens di 
Ciceionc e l’ eccetto amplificativo di Aristotile, 
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SCIENZA DEL CALCOLO 

PARTE /. 

CALCOLO ARITMETICO 



Intef otnnes tirt€$ Uberalts ac scitntias cofttemphitriccs pracipaatn tuoc 
ximequt divinam esse numerandi scUntiaifLt atc artem nec regionenif ullanu^u^ 
doctrimam poue iine numcris itarf. Piatone neU’Epimenide, 



5. i. JLi idea di n/ (1) nascedalla simultanea 
percezione di più cose simili, e si estende in segui- 
to alle cose dissimili. Il fanciullo che naturalmen- 
te si va iniziando nell’ arte di computare , deci 
necessariamente (2) aver detto seco stesso : una 
pera ed iuié^ pera sono due pere; indi che una 
pera ed una mela sono un frutto ed un frutto 
ossia due frutti ; poi cìie una mela ed una pera 
sono un corpo ed un corpo cioè due corpi , e 
Qualmente cne una cosa ed una rosa sono, due 
cose, che uno ed uno sono due, considerando 
le due cose come aventi una qualità simile, per 

CO Noi adottiiimo le leguenti abbreviatare : n.® ( numero ) prec. ( pre- 
cedente ) , $eg. f seguito., e acuente J , ipot. C ipotesi ed alcune 
altre che accenneremo. 

(3) Cqndarcet - Moyins d’apprtndrt à con^Ur suremtut et aree /acititi 
Paris an. VII. p. 78 

Tom. /. a 
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rapporto a cui si possono riguardare come le 
sfesse. 

L’ unità cui un dato n.« si riferisce può essere 
Qualunque come in 2, 9 ec. e può essere di una 
determinata natura come in 3 libbre, 7 brac- 
cia ec. Nel \ ." caso il n." dicesi astratto , concreto 
nel 2." 

L’unità di un n.* concreto dovendo essere este- 
ra , può indefìrìitamente accrescersi e diminuir- 
si. Per esempio un n.“ composto di canne, brac- 
cia , once , ec., n.“ che dicesi complesso , perchè 
corrisponde ad unità di diversa specie le une 
aliquote dell’ altre , dimostra che si può protrar- 
re oltre ogni limite la serie delle suddivisioni a 
destra còme quella de’ multipli a sinistra. 

5. 1, Gli uomini alquanto civilizzati spesso tro- 
yansi nella necessità d’ indicare altrui un deter- 
minato n.*^ ; quindi il sistema della nunverazione , 
per cui con pochi segni tutti i n.‘ possibili facil- 
mente si esprimono. Ewi un sistema vocale ed 
un sistema caratteristico. U vocale è. il primo 
a formarsi , perchè prima nasce il biso^o di si- 
gnificare agh astanti con suoni articolati l’ idea 
di alcuni n.*^, in seguito si troya espediente, di 
fare lo stesso con ^i assenti ; per lo. che si ri- 
chiedono alcuni caratteri, ed un sistema che fac- 
cia dipendere l’ espressione di qualsivoglia n.“da 
una semplice e regolare combinazione de’ ca- 
ratteri stessi. Il migliore fra tutti i sistemi pos-^ 
sibiji è il sistema Cinese (1), recato dagli Arabi 

0) Nel dottùrimo giornale intitolato ht tnimere <l«irOrieii<e, che ti staig* 
|>a io Vicnn| rotto gli autpicj del Sig. Conte Riewuiky, ewi una me- 
moria del ’Cav. itager , in cui ti prova che le coti dette cifre Arabe 
tono inrenzioqe de* Cineii. 
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dell’ Europa ; sistema colpirne a tu^te le nazioni, 
ed i cui caratteri , o cifre 

O, 1 , 2, 3, • • . . . 

^nno oltip il valore ^^luto un adattata vaJo-'. 
re di pQsizione. Una cifra diventa decupla sfi 
alla sua destra se ne colloca un’ altra , centupla 
se due , ec. è il fondàmentàle principio del si- 
stema ; principio che deesi ascrivere fra le più 
importanti invenzioni dell’umano ingegno . 

Lo stesso principiò che rende decupla una ci- 
fra a sinistra delle unità semplid, fa sì che deb- 
hasi riguardare com' e^rimente decime di uni- 
tà quella eh’ è situata aBa destra di queste . Cosi 
mentre 5 in 5i èsprime 5 diecine , 5 in i ,5 si 
riferisce a 5 decime : la virgola distingue le uni- 
tà dalle sue decime . Nella ste^ guisa la cifra 
3 posta allà sinistra di 5i, rappresenta tre unità 
dicentinajó, dieci volte maggiori delle unità dì 
diecina, mentre la stessa cifra in 5i,53 è i| 
simbolo delle centesime. Succedono a queste le 
millesime , indi le decime millesime ec. Ecco uii 
n.’col respet.tivo valore d’ ogni cifra, secondo 
lo Stile Italiano e Tedesco, 



» * _ - * 



. . . 346. 


243. 


794 * 


3.76, 

• 


221, 


457. 


678. ... 


n 0 - tr 


S SrS 




5 P .9 


n 0. « 

n f D 


S-SB 


s " B 


a. 

er cr 

fap 


g n»' 
P 

ti.-** 

■ B “• 

i.,1 


5.? = 

P 

n 

p • 


&.?«=: 
? a.Ji. 

-3 * 

4^' 


Si 

« 


A S C 


•li 

» 

t* 

r 

f 



B 



Digitized by Google 




4 

Il punto inferiore indica migliaja a sinistra 
della virgola , millesime a destra : le cifre supe- 
riori 1 , 2 , 3 ec. indicano respettivamente da una. 
parte milioni , bilioni , trilioni ec. , dall’ altra 
milionesime , bilionesime , trilionesime ec. 

I 

Per esempio il n.*22i, 4^7 678 376 si pro- 
nunzia 

Duecento ventuno, quattrocento cinquanta 
sette mila seicento settantotto milioni , trecento 
settanta sei millesime milionesime. 

Il punto e la respettiva cifra superiore si asse- 
ta alternativamente ad ogni 3 .* cifra partendo 
dalle unità semplici . 

È stile Francese , Inglese e Spagnolo riferi- 
re la 4/ terna ai bilioni , la 5 .' ai trilioni ec. 

5. 3 . Un n.“ della forma ....221, 4^7 n.* che 

dicesi decimale , si rende dieci , cento , ec. volte 
maggiore, portando respettivamente la virgola 
fra le cifre 4 e 5 ; fra le cifre 5 e 7, ec., il che 
costituisce un passo , due passi ec. della virgola 
a destra . Lo stesso n.* si rende 10, 100 ec. volte 
minore promovendo la virgola di un passo, due 
passi ec. verso la sinistra . 

4* L’ unanime consenso delle nazioni 
nell’ uso del sistema decimale non senza ragione 
si vuol ripetere dal numero delle dita di ambe 
le mani (1^. Fortunatamente il sistema onde si 
tratta riunisce nel miglior modo possibile le ne- 
cessarie prerogative , le quali sono 1 .* che il 
n.° de’ caratteri sia ristretto ; 2." che il valore di 
posizione progredisca con una semplicissima 

(0 Coadorcet ( Op. cit. ) Otanam CNuotc Ricreat. Mattiti ) , ec. 
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leggeiS.’ che l’indole del sistema favorisca nel mi- 
glior modo la facilità delle o|>erazioni ; 4* 
fci base del sistema (i o neldecim.) abbia un suf^ 
ficiente n.° di divisori. 

§. 5 . Come il n." o, 4 * esprime 4/„ dell’unità, o >45 
n’ esprime ^/«o» ec. cosi */» indica che 1’ unita 
è stata divisa in 5 Miti e se ne sono prese 5 , 
I n.‘ Vio , , ’/‘ ec. cuconsi frazioni o rotti : il n.“ 

superiore alla linea n’ é il numeratore 1’ infe- 
riore il denominatore. Il 2." dà la denominazione 
alle parti in cui l’ unità si è divisa, il i.’ enume- 
ra quante se ne sono prese . La frazione è impro- 
pria se il i.° eguaglia o supera il 2.° Nel i.®caso 
il rotto è = 1 : infatti V» sipiifiea che si sono 
prese tutte le 5 parti in cui P unità era stata di- 
visa: nel 2.' il rotto supera P unità;*/* per es.* 
equivale a */* -j- V» cioè ad i più ■/* • D’ ora mnanzi 
scriveremo -h invece di jyiti , e — invece di me- 
no: il 1 .“ è simbolo di addizione, di ^ttrazioiie il 2." 

Il valore di una frazione varia come il suo 
numeratore: raddopiando 3 in*/* si ha */* doppio di 

: triplicandolo risulta la frazione tripla v* , ec. 
Succede il contrario se la variazione' si fa nel 
denominatore. Per esempio la duplicazione di 5 . 
in,»A dà v»ch’è la metà di*/*: viceversa prenden- 
do la metà di 6 in •/« ne risulta ■/* , doppio di •/«. 
Dunque un rotto non varia se ugualmente si ac- 
cresce o si diminuisce l’uno e P altro suo termine 
( numeratore e denominatore^ . Si ha per es. ” 
»/» = e/.o =■»/« ec. dove il segno = indica eguaglianza 
In. seg. faremo uso de’ segni < e >; il « significa 
minore come 3 < 7 ( 3 minore di 7), il 2.* equi- 
vale alla parola maggiore. 
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J. 6. Una frazione si rende più semplice di- 
videndo 1 SUOI termini per uno stesso n.“ . Ciò 
non si trascura giammai . A tale oggetto accen- 
nìàmo per ora le seguenti regole. 

I. I n.‘ pàri sono divisibitì per due: II. per 5 
se tale è 1 ’ ultima cifm: III. per io se finisrono 
con lo zero: IV. per 3 se k somma Melle cifre 
è niultipla di 3 . V. per 9 se multipla di 9. La 
ragione delle due ultime regole si vedrà nella 
Teorìa de’riumeri (T IV) Due n.‘ che non hanno 
alcun divisore comune diconsi n.‘ primi relativi: 
un n.” non divisibile per alcun altro è n: primo 
assoluto. 

^.7.1 termini di due rotti equivalenti forma- 
no una proporzione geotnètrica , ed invece di 
»/i = */i. , */»• = “/*o, ec. sovente si scrive 

3: 5 :: 6: lOj 6 : 10 :: 12 : 20. 

ADDIZIONE E SOTTRAZIONE. 

( y^ggftsi la Tav. sul fine del Cale. Arit.^ ) 

§. 8. La sottrazione dà la riprova dell’addizióne, 
t^er rapporto al 1 .” esempio debbono essere iden- 
tici i nsultamenti che sieguono: 

2087, 655 432, 234 

-.978, 989 676, 432 

1108, 666 1108, 666 

Si ha k riprova della sottrazione osservando 
se k somma del residuo e del n.* minore coin-' 
cide col n.* maggiore. Dev’ essere per esempb 
97, 801 = 12,369 ” 1 ” 85 ,’ 432 r L’identità de’ri- 
sultajnenti nel i.“ e nel 2.“ caso produce una 
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veemente probabilità non un assoluta certezza , 
perchè fra i casi ix)ssibili ewi (quello estrema^ 
mente ditfìcile , che nell’ operazione principale 
e nella riprova corrispondente siasi commesso 
un errore uguale e contrario, la cui reciproca 
compensazione abbia salvata l’ identità de’ risul- 
tamenti . Per rimuovere ogni ombra di scrupo- 
lo, basta fiire una 2.* riprova sottraendo dalla 
somma 2097 , 655 il 2." n.* 686, 4^2, ed osser- ^ 
vare se la differenza 161 1, 225 sia = 43 ®> 234-}- 
978, 989. 

Per rapporto alla sottrazione si può togliere 
il residuo dal n.’ maggiore, e sperimentare se lai 
differenza coincida cm n." minore. 

MOLTIPLICAZIONE {Tav: C/Vi)' 

9. La moltiplicazione è un o^mpendio dell’ad>^ 
dizione. L’ operazione esposta nel i.” esempio è 
sostituita alla somma di 55 n.‘ eguali a 97. 11 
n.” che deesi aggiungere a se stesso, ossia che si 
dee ripetere più volte , dicesi moltiplicando ; è il 
moltiplicatore Quello che indica quante volte il 
moltiplicando aev’ esser preso : si dà il nome di 
prodotto al rìsultamento della moltiplicazione . 
Quest’operazione s’ indica col segno X. Per com- 
prendere la ragione su cui è fondata si osservi che 
97X35=97 x5-}~97x3o;che peresprimere5x7=35 
si scrive 5 nel luogo delle unità e si unisccuio le 
tre diecine al prodotto qx 5 ; prodotto la cui 1. * 
cifra si scrive nel rango delle diecine perchè il 
fattore 9 esprime diecine. Si passa a moltipli- 
care 97 per 3 , e perchè la cifra 3 indica d^ine, 
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le cifre del prodotto ^9 1 si promuovono di un 
rango verso la sinistra , il che equivale all’ ad- 
dizione di uno zero finale. 

L’ operazione del 2.’ esempio è fondata sugli 
stessi principj : conviene avvertire soltanto cne 
si trascura la virgola e si separano nel prodotto 
tante cifre a destra , quante sono le decimali 
de’ due fattori di esso . La ragione si è , che 
sopprimendo la virgola viensi a moltiplicare cia- 
scun fattore per 1’ unità seguita da tanti zeri 
quante sono le sue decimali . Nel caso attuale 
ciascun fattore vien moltiplicato per 100, il pro- 
dotto risulta I o mila volte maggiore j ed il suo 
aumento resta compensato dalla separazione di 
4 cifre a destra. 

Per rapporto ai rotti si vede che V,x 3 è=^/7-j- Vj+Vj. 
Così Vj X */s equivale ad 'h di 2 X */, ossia di Vi. Basta 
dunque rendere 5 volte minore il prodotto , 
e ciò si ottiene con rendere 5 volte maggiore il 
denominatore 7. 

La moltiplicazione del 4 »“ esempio esige uni- 
camente la riduzione dell’ uno e dell’ altro fat- 
tore alla respettiva unità dell* infima specie. 

DIVISIONE {Tav. cit.') 

§. 1 o Là divisione è un compendio della sottra- 
zione . Per sapere quante volte il 5 si contiene ' 
in 35 basta sottrarne 5 quante volte si può , e 
si vede chè ciò può farsi 7 volte esattamente. La 
cifra 7 dicesi quoziente', esso è il risultarnento 
della divisione di un n.’per un’altro. Nell’esem- 
pio 1.* la sottrazione di 34 dovrebbe ripetersi 
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88, perchè la i.’cifraSsta in 8 due volte , ed il 
residuo 2 posto innanzi alla 2.* cifra 8, cioè 68, 
è capace del doppio di 4 * Se ciò non si verifi- 
casse si diminuirebbe la i / cifra del quoziente . 
Tolto 34 2 da 88 SI scrive accanto al resi- 

duo 20 la 5 / cifra 5 ; si misura 34 in 2 o 5 , cioè 
3 in 20 , e si prende 6 per 2.* quoziente parziale, ’ 
perchè il residuo 2 posto innanzi a 5 , cioè 25 , 
contiene 6 volte il 4 > ® così in seguito . Il resi- 
duo è sempre minore del divisore altrimenti il 
quoziente sarebbe minore del vero . Per dare 
una compiuta dichiarazione della regola at- 
tuale , noi ci proponiamo di dimostrare 4 ini- 
portanti proposizioni. Osserviamo intanto 1 .* che 
sopprimendo la virgola nel 2.* es.* , dopo 1’ ad- ' 
dizione di tre zeri in seguito de’ 4 decimi , il che ' 
non altera il n.* , egualmente si accresce il nu- 
meratore ed il denominatore; che si ha di- 
videndo per 2 i termini di'4«•/^o«; die molti- 
plicando per 1000 il n.*73i e dividendo 7^1 000 
per 17000 si trova per quoziente 43 ; risulta- 
mento 1 000 volte maggiore del vero, ed a cui per 
compensazione si sostituisce o, o 43 . 

• Osserviamo 2.» ché dividere */, per 3 , vUol dire 
prendere di V? ; , che v* di */y è un rotto 3 volte 
minore di *h, rotto che si ottiene rendendo tre 
volte maggiore il denominatore 7. 

‘ 3 .* Che siccome il quoziente cresce nella ra- 
gione con cui diminuisce il divisore e viceversa, 
n quoziente •/? : V» dev’ essere cinque volte mag- 
giore di */? : 3 ossia di */»X7 : esso è dunque 
S= 2 X V» X 7 = '“/m . - 
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4/ Che si riconduce alla stessa regola la di«> 
visione 2 : */* sostituendo •/• a 2 . 

. 5.“ Che 4^/t«9 è == ^/»9 , purché si divida per 10 
il quoziente 2 -d-**/»,; perciò 4</«,= o , 2 -4- ♦‘/««•.Che 
è = 4«“/«,go purché si divida per 1 00 il quo- 
ziente 2 + “/«9C , che diviene 0,02 -j- */««« j ec* 
onde 4«/.., = o, 22... 

Proposizioni fondamentali spettanti alla 
divisione de’ ni composti . 

11. Prop. I. Il quoziente intero che nasce 
dalla divisione di un n.* intero per un altro 
eguale o minore , purché composto dello stesso 
n.“ cK cifre, è di una sola cifra . Dim.“® I massi- 
mi n.‘ di una , due , ec. cifre sono 9,99)999» ec. 
ed i minimi di una, due, ec, cifre, 1, 10, ioo,ec. 

Ma = 9; »»/»(.= 9+»A« ; »»/«• = 9 H- »’/■••, ec. e si 
sa (§.5) che divis.” = dividendo da quoziente = 1. 
Dunque ec. 

§. 12. Prop. II. Se il dividendo ha u*a cifra di 

S LÙ , ma sopprimendo l’ultima non resta capace 
el divisora, il quoziente è di una sola cifra . 
Dim.*>« L’ ultima cifra del dividendo rende de- 
cuplo il n,“ che la precede , e però decuplo il quo- 
ziente ottenuto mediante la divisione del pre- 
detto n,‘ antec. all’ ultima cifra, pel divisore dato: 
ma il quoziente onde si tratta é per ipoti <: 1 , 
ed il prodotto di una frazione genuina molti- 
plicata per 10 è < IO : dunque ec. 

^ §. i3. Prop. III. Il n.” delie cifre ond’ècom- 
poi'to il quoziente di due n.* intieri- è= 1 4- la 
differenza fra il n.“ delle cifre del dividendo e 
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S nello delle cifre del divisore, ovvero = alla prc- 
etCa ditterenza . Dim."' Suppongasi di aver pre- 
so sulla sinistra del dividendo un n.“di cifre = a 
quello delle cifre del divisore , e che tal n." sia 
capace del divisore , onde si abbia una cifra del 
quoziente . Se all’ assunto dividendo parziale 
succede una sola cifra, il n.' dato equivale al de- 
cuplo del suddetto dividendo parziale più le 
unità espresse dalla nuova cifra . Dunque la i.* 
cifra del quoziente dee rendersi decupla , e però 
gli succede una 2.* cifra . Non gliene possono 
succedere due , perchè altrimenti il quoziente 
diverrebbe centuplo , mentre diviene d^uplo il 
dividendo . Trovata la 2.* cifra del quoziente 
si consideri la 2.* nuova cifra del dividendo , t? 
proseguendo si concluderà, ec. 

Si verifica la 2.* parte della proposizióne quan- 
do con prendere sulla sinistra del dividendo un 
n.* di cirte uguale a quello del divisore , il n.“ 
che ne proviene non è capace del divisore. La 
ragione si è che in tal caso il n.“ delle cifre compo- 
nènti dì.* dividendo parziale supera di un’ unità 
quello delle cifre che costituiscono il divisore - 
Dato il dividendo ed il divisore è dunque deter- 
minato il n.” dèHe cifre componenti il quoziente. 

§. 14. Prop. IV. Ninna cifra del dividendo, 
la quale sia di un ordine inferiore a quello della 
cifra che si cerca pel quoziente, non influist'e 
in questa. Dim."' Sieno da dividersi i n.‘ 275446; 
1 1 3446 per 1 23 . 

Siccome 273 è capace di i 23 ,il quoziente della' 
!.• divisicele è compostodi 4 cifire,n.*=: 3 ), 

coerentemente alla proposizione 111 . La i.* cifra 
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del quoziente, restando le stesse le prime tre del 
dividendo, è necessariamente = 2, né diverrebbe 
maggiore se il dividendo fosse 273999. Dunque 
la 1.* cifra del quoziente, cifra eh’ esprime mi- 
gliala, non dipende dalle cifre di un ordine in- 
feriore al miglialo . Tolto 2x1 23 si ha, il nuovo 
dividendo 27446,6 perchè 274 contiene due 
volte 1 23 si na 2 per 2.* cifra del quoziente , 
cifra esprimente centinaja e indipendente dalle 
ultime due cifine : Gisì ec. 

Passando alla divisione di 1 1 3446 , si vede che 
il 1 dividendo parziale è 1 1 34 , cne la 1 .■ cifra 
9 del quoziente , cifra eh’ esprime centinaja , 
non dipende dalla penultima cifra , e.così in se- 
guito . 

Ciò che si è detto per rapporto agli esempi 
JMW. può applicarsi a qualunque altro , e però 
si può concludere ec. 

5. 1 5 .< Per verificare l’ esattezza di un prodot- 
to si sperimenta , se dividendolo per uno de’ suoi 
fattori si ottiene l’ altro per quoziente. 

Si mette a prova la divisione sperimentando 
se il prodotto del quoziente pel divisore coin- 
cide col dividendo . Infatti non può essere *V» = 9 
senza che si abbia identicamente *Vs X 3 = 9 X o 
cioè 27 = 9 x 3 . Dal rapporto di eguaguanza 

= ’/• risulta (7) 3 : 27 : : 1 : 9, il che significa 
che il divisore sta al dividendo come l’unità al 
quoziente. 

16. 1 n.* decimali che si ottengono dividendo 
un n." minore per un n." maggiore, come quando 
si cercò il valore di (10), hanno talvolta la 
singolare proprietà di essere periodici. Si ha per 
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cs* ”/* 7 = o, 324324. Quando, indipendentemente 
dalla riduzione di un rotto , s’ incontra un de- 
cimale di questa natura , fa d’ uopo trasformarlo 
in rotto ordinario , e ciò sempre può farsi . Un 
n." decimale periodico è eguale ad un rotto , il 
cui numeratore è il periodo, il denominatore 
è = gq . . . tante volte quante sono le cifre del 
periodo. Infatti 324, 324 ....è iooovolte>o, 324 ..., 
e tolto questo n.® si ha il residuo 324, 999 volte 
>0, 324 Dunque o, 324 • •• = . 

' Così o, oo 4 i 4 > G o , 32414* •••• == 

*•/.«, -f- 4-/99~ — V*x » 

*’^/990o 

5. 17. È proprietà delle proporzioni geome- 
triche (per qiioziente)(j') che il prodotto de’ ter- 
mini estremi , sia eguale al prodotto de’ medj . 

Così in 3 ; 6 : : 5 : 1 o si ha 3 X 1 o —è X 5 . 

Dividendo 3 X 1 o per 5 si ottiene 6; si ha 1 o 
dividendo 5 x 6 per o. 

Bastano adunque tre termini per trovare il 
4.* . In ciò consiste la redola del tre .. ELasa di- 
pende dal seguente principio : Che ^li effetti di 
cause omogenee e di uniforme attività in tempo 
eguale stanno come le cause. 

Se i tempi in cui due cause omogenee ed 
uniformi agiscono sono diversi, la regola del tre 
diventa composta. Per rapporto ad essa si ve- 
rifica: Che gli effetti di cause omogenee , uni- 
formemente attive, stanno come il respettivo pro- 
dotto delle cause e de' tempi . 

Eis.® della reg. semplice. Dato che un braccio di 
panno costi 12,*' 10.*®' quanto costano 6 brac-» 
cia.ev»? j 



Digitized by Coogle 




*4 

La proporzione i :6 */s : : 1 2.*‘ i o.“*- al 4.* termine / 
mostra cìie il n.* cercato, cioè \' incoffiita dei 
probi., è — 6 VsX 12*^10*®*- = *'/* X 25 o*®”= ^ 

= 1 666.*- */s = 83 .**- Ò*" S.**'” • 

Es.” della regola del tre Sette uomini 

in 1 7 giorni , lavorando sei ore per giorno , han- 
no latto un’ escavazione di 7776 br.cube: si 
dimanda qual sareJ)be l’ escavazione corrispon- 
dente al lavoro di 36 uomini , i quali lavorino 
j>er 25 giorni e */• sette ore al giorno. 

Il lavoro di 7 uomini che lavorano 6 ore 
equivale a quello di 6 X 7 ( = 4 ^ ) uomini che 
lavorano un’orale 42 uomini che per i 7 giorni 
lavorano un’ ora fanno lo stesso che 42 X 1 7 
(=714) uomini in un’ ora : così il lavoro di 36 
uomini che lavorano 7 ore equivale a ‘ quello 
di 7 X 36 (= 262^ uòmini in un’ ora , e però il 
lavoro di questi ' in 25 giorni -+- V. è 262 X 25 v. 

= 252 X “/• = 126 X 5i = 6426. 

Dunque 714: 6426 :: 7776 : al 4.“ term. 
che si trova = < 4 »« x ^,'714 = X ’”Va7 = X 

= = 69984 

§. 18. Pròb. Un oste ha mescolate insieme tre 
qualità di vino, cioè 20 barili da 1 2*'- il barile, 
b da io.*'- , 8 da 32 .*'-,e vuol vendere il misto col 
guadagno del 20. per 100. Quanto dee preten- 
derè {jer ciascun liarile? Soluzione. 

Uà * totale quantità'del vino essendo = 34 ba- 
rili, il prezzo totale = 556 .*'- ciasciin barile 
del misto vale “*‘'/i4= 1 6.1>- 7.®* "At. 

Dunque 100: 20 ossia ’ 

5 ; 1 :: 327 .*• 4.“ ter.w- = 3 . 1 '- 5 .®- 5 .^«"- ‘•Sk 

è il guadagno che dee fare su ciascun barile , ed 
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in conseguenza il prezzo richiesto è=i 1 

La regola per cui si ottiene il prezzo del mi- 
sto ( nel caso prec. = 1 6.*'- 7,*- "At) dicesi alliba» 
zione diretta. 

§. 1 9. Prob. Un mercante essendosi obbligato 
di pagare fra un anno la somma di 3 oo scudi , 
il creoitore di questa somma 8 mesi prima della 
scadenza passa l’obbligo ad un banchiere per 
averne l’ anticipazione . Posto l’ interèsse al 6 

S er 1 00, si dimanda qnal sia la provvigione 
ovata al banchiere per 1’ interesse degli 800 
scudi anticipati. Soluzione. Siccome 1 * interesse 
di 1 00 scudi per 8 mesi è di 4 scudi » dicasi 
104: 100 ossia 

26 : 26 : : 800 : al 4 * temi, 
che si trova r= = 769,“ */i* 

Questa è la regola di sconto. 

§. 20 Prob., Un negoziante di Pietroburgo vuol 
sapere di quanti mlm Russi dee dar cremto ad 
un banchiere di Amsterdam onde questi ri-< 
metta in Berlino per suo conto 1000 ducati 
Prussiani . Il cambio di Pietroburgo con Am-^ 
sterdam è a 47 ■/•; quello di Amsterdam con 
Berlino a 142: vale a dire che un rublo Russo', 
vale 47 ‘A stuvers d’C^ada, e 1 00 risdalleri Olan- 
desi corrispondono a, 1A2 risdalleri PrussianL' 
Si sà d’ altronde che ii ducato Prussiano vale 
tre risdalleri di detta moneta e cJie il risdal- 
lero Olandese, fa 5 o stuvers. 

Soluzione . Siccóme il richiesto n.® x de* ni-< 
bli- Russi dev’ essere tanto maggiore di 1 000 
ducati Prussiani quanto il predetto rublo è mi-- 
Rore del ducato , si ha 
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duc.Pr. rub.Rus, Rub. Rut- duc.Prm, 

1000 : X III -1 

Rub. Rus. stuv. . 

1 : i :: 47pn 

Stw. risd. Ol- 

I : 1 : : 1 ; 5o 

risd. Ol. due. Pr. 

1 ; 1 : : 142 I 000 



e però 
Risulta 



nit.JL stw. ris.Ol. ' 

1 — ^7> So \ so • SocJ 



rub. R. 

I : 1 

due. Pr. 

Dunque jooo 



cioè 



: 6745 1 i 5 ooo. 

rub. R. 

: I 6745 : lOooo , 
due. R. 

_ «Soooooc^^ — 2223 • 4 ~ “/»* . 






La regola che serve ai probi, di questo ge- 
nere dicesi regola congiunta. 

5. 21. La regola di Società è un’ immediata 
applicazione della regola semplice del tre , e 
serv'e a spartire il guadagno o la perdita di una 
società fra i memori di essa, m ragione del 
resTCttivo loro capitale di*negozio. 

n capitale della società essendo per esempio 
di qgS.*®' ed il guadagno di 366 .*^, un socio che 
abbia contribuita la somma di scudi 226 ha 
diritto al guadagno espresso dal 4*° termine 
della proporzione 

qoS : 366 : : 225 al 4* term. 
che si trova = 366 x •**/„$ = 566 X4«/.„ = 82*®* 

se. li. sol. den' 

= 82, ' 3. il)* 6. '*^,'199 *(i) 

§. 22. Avendo riconosciuto per esperienza che 



fi) Lo Sfuio è di 7.'>' j la lira di 
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la teoria de’ numeri , l’ estrazione delle radici e 
la dottrina de’ logaritmi desiderano il lume del 
calcolo algebrico , riserbiamo questi articoli 
alla seconda parte della scienza del calcolo , 
dove ne sarà molto più facile e più compiuta la 
trattazione. 

(includiamo intanto j Che 1’ Aritmetica è 
nnq scienza la quale insegna ad eseguire con 
metodo facile e sicuro qualsivoglia computo 
numerico , dipendente dalle quattro operai 
zioni primarie : addizione , sottrazione, molti- 
plicazione e divisione , e dalla proporzione 
per quoziente . 2 .” Che l’ aritmetica è la base di 
tutte le scienze matematiche, perchè i rapporti 
di tutte le specie di quantità si riducono hnaU 
mente in numeri. 

Per vedere quanto l’ Aritmetica moderna sia 
superiore a quella degli Antichi, basta osservare 
il compendio della greca ari^etica di Psello 
lasciatoci da XUandro-, le opere di Nicomaco e 
di Boezio , e quella di Giordano (del Sec. XII.), 
opera riprodotta e commentata da Fabro Stapu- 
lense nel 1480 . 1 sei Libri Aritmetici , che de’ tre- 
dici anticlii^ Libri di Diofanto Alessandrino ci 
restano , altro non contendono che ingegnosi e 
talvolta astrusi problemi di analisi aritmetica 
e geometrica . Le prime tracce di un Aritmer 
dica magistrale e profonda trovansi per nostro 
avviso nella Somma di Fra Luca dal Borgo , 
pubblicata^ nel i494> ® Trattato generale di 
Nicolo Tartaglia Bresciano. 

Tqm. I. 
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APPE^JDICE 

In cui si discutono alcuni Articoli destinati 
alt erudizione j e sono 

I. I sistemi caratteristici binario e Auodecl~ 
male . II. L’ aritmetica palpabile di Saunderson, 
JII. Una regola di compendio per la moltiplica- 
zione de’ numeri decimali. IV. L’ origine arit- 
metica dell’iniinito e dell’ infinitesimo. V. Il 
Sistema metrico 

§. 23 . JVel sistema binario di .Leìknitjs si fa 
uso de’ caratteri e si scrive 
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per 


• • 


, 1 


1001 per. . , 


.... 9 


IO 


* • • 


• • 


. 2 . 


lOJO 


.... 10 


1 1 


• * • 


^ • 


. 3 


101 1 . , . . . 


.... 11 


a 00 


« • • 


• • 


. 4 


44 00 .... . 


. . . . l 2 


aoj 


•• • • 


• • 


. D 


,10000. .... 


• « • • 26 


110 


« » • 


• • 


. fi 


1 00000 . . , . 


32 

• • • • 


1 1 1 


• * * 


• • 


• 7 


1000000 . . . 


.... -64 


1000 


• • • 


• • 


. ,8 


aooioinoiou. 


• . • 0^79 



Per un milione si richiedono 20 cifre. 

Nel sistema duodecimale., proposto <lal Geo- 
metra Olandese Stewin . , le cjfire diveneono i2 
vcdte maggiori a misura che avanzano ai rango 
verso la sinistra.. Il n." 12, base del sistema, 
ha il pr^io di essere divisibile [per 2, 3 , ^ 

mentre il 10 do è per .2 e 5 , ma il soyercliio 
h.* de’ caratteri , e la compli^tezza del valore 
di posizione che varia come i numeri 
12,12x12=144, 12X 12X12 = 1728; ec. 
lo rendono aflfatto inopportuno. 
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Indicando io por « , 1 1 per i ? per jio, si scrive 
12 per . . . . lA 1 jS per .... 23 

i 5 i 5 >20 24 

<1^ 20 3 o 5 ^ 

19. ...... 2) 4^ ....... 48 

sii, ...... 29 . 100. ..... .144 

1000 172Ì{ 

ec. ..... . . (0 

5, 24* Saunders^n , cieco sin dall’ età di ui) 
anno, immagiaò l’Aritmetica palpabile^ indi 
fece Ì0 stesso per rapporto alla Oeoiinetrìa ed 
ail’Aljgebra, e talilitroBo i suoi progressi, che 
giunse a meritarsi k cattedra ai Matematica 
nell’ Università di Oqnhridge. Abbiasi un siitfi- 
ciente n.” di ouadrati di legno, come AB CD 
1 . ) suddivisi in altri 4 ; ni ogni ìntersezio» 
ne slavi un foro per ooUooarvi una spilla , c à 
convenra che ciascuna rappresenti k cifra cor* 
rispondente 1 , 2, ec. 9, notata nella F.* sudd.“’ . 
Una spilla di grossa tèsta collocata nel centro in- 
dichi lo zero.Con questo meccanismo prontamen- 
te si scrive qualunque n." , purché si abbiano 
tanti quadrati quante sono le cifre deimedesimo. 
La F.^ 2. dà l’espressione del n.“ 47091* Por 
sommare il n.* 47 ^51 nn altro si dispone 
sotto la prec. unai.’* fila di quadrati, esprimen- 
te il nuovo n.“ , in guisa che i respettivi quadrati 
delle unità, diecine ec. si corrispondano vertical- 
mente. Rifanno inr una simile guisa le altre ope- 
razioni. 

(O.Ve^nio < Teoria da’ Nvineri ) come dall’ ecfmùooe di un n.» nei 
«àttema Jecii^ale ai dedute quella dcUo itcìio n.' in un altro tkta- 
Ina dato. 
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§. 25 . Per abbreviare la reciproca moltiplica- 
zione di due n.‘ decimali, si prendano dalla sini- 
stra verso la destra tante cifre del moltiplicatore, 
quante sono le decimali esatte che si vogliono : 
queste si scrivano in ordine inverso sotto quelle 
del moltiplicahdo, con l’avvertenza di porre i de- 
cimi del moltiplicatore sotto i centesimi del mol- 
tiplicando , e di troncar questo dove il moltipli- 
catore finisce. Nel prendere il 2.* prodotto par- 
ziale si trascuri la i.‘ cifra del moltiplicando, la 
, 2.* nel prendere il 3 .^ ec. : tutti i prodotti parzia- 
li si scnvano l’uno sotto l’altro in tal guisa, che 
le prime cifre di essi formino una colonna , e la 
somma, sopprimendo le ultime due cifre, ed au- 
mentando ai 1 l’ultima delle rimanenti se la 1. • 
Cifra soppressa sia p, darà il prodotto richiesto.. 
Volendo con 4 decmiali o, 
si scriva e si operi come segue: 

0,4^4^^ 

5522 

34924 

8492 

2120 
I 26 

■' ■ r 

o, 0956J62 

È inutile il prodotto della 1 cifra 3 del molti- 
plicando per le successive cifre 2,2, 5 , ec. del mol- 
tiplicatore, perchè il risultamento respettivo 
esprime decime milionesime, centesime milio- 
nesime ec., n.* che non possono influire nelle 
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quattro cifre richieate. Per una simile ragione si 
trascura la moltiplicazione della 5 .* cifra 2 del 
moltiplicando per la 2.* cifra 2 del moltiplica-» 
tore ec. 

Se nel prodotto prec. si vogliono 6 decimali 
esatte si aggiunga uno zero al moltiplicando, ti 
si operi come segue 

4246230 

443622 

8 4 9 s 4 6 ® '• 

849^4^ 

2 1 2 3 1 o 
12733 
1696 

. . • 1 68 • 

o, 0 9 6 6 8 6 ji 8 

Volendo 0,464642 xo, 4223 con 6 detiimali esafj- 
te si prenda per moltiplicatore il 1.* n.* , al 2.° si 
aggiungano tre zeri, 

scrivendo o,4223o0o 

246464 

e si avrà 0,186649160 

Per ottenere con 1 o decimali esatte il protlotto 
1,06688 62288 60071 X o, 00000 40^01 

si scrive * 1066886 

10704 

e si ottiene o, 000004 64 26|2 6 
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Si sepai'ano (lue cifre perchè 6 , 4 x a 5 £i= ló. 
èe i due fattori hanno zero innanzi e dopo 
la virgola «i aggiungono nel prodòXte^tanti zeri 
a sinistra , quanti se ne trovano dopo la virgola 
sul principio da’ due fettorL G>sl per 

formare ó, o 538534 X t>, o 538534 

. . f 538534 

\ 455835 

e si ritrae 6, 0029001 [78 

Per 0,0638491 6x0, 00048329 si scrive il 9 sot- 
to il 5 , si sopprimono le ultune due cifre del 
moltiplicando, e la solita operazione dà 8 decima- 
li cioè 0,00002602. 

Quando ciascuno de* fattori contiene un n.* in- 
tiero si trasporta la virgola finché tutte le cifre 
divengano decimali, ed u prodotto « moltiplica 
jxr 1 seguito da tanti zen quante sono le cifre 
de’n.‘ intieri. 

Per esempb 6, 1 85339X 698 , 624 si cangia in 
0,6185339X0,698324 ®<1 prodotto o,43iq36 
moltiplicato per 10000 diviene 4319,37. Volen- 
do tre decimali esatte si aggiunge uno zero sul 
fine di ambedue i fattori , ^ operando al solito 
su i n.‘ 

61853390 

0425896 

si ottiene 43 i 9 , 37 o |56 
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La giunta di dite zeri darebbe 4 decimili . 
I^r «. Ih moltiplicazione indicata per 

61 8533 900 
u 0423896 

dà 43 i 9 , 3 ;o 6[ 67 

J . 26. Per concepire 1 ’ origine aritmetica 
’ iiifìnito e dell’ in6nitesimo , il cui re- 

r tivo simbolo è e», >/ao. (=0), baste consi- 
re le respettive serie in^finite. 

’h j i:V«=^2;i:‘/j = 3 ; 1: Y*«>«»<'=ioooooO;.. 

V*, 'A , 

H Kmite della i / è 1 : *a» = »; il limite 
della 2.‘ y 00 =>0. 

5. 27. Il Sistema metrico bà jper og^tto dì 
rendere semplici ed tiniformi le snanivisioni 
di tutte le unità di misura tiecessarie adi usi 
della società. Esso consiste in una regolare p 
facile modificazione di un’ adattata misura 
lineare , detta metro ^ eguale alla dècima mi- 
lionesima del quadrante del inéridiaiK) . Un 
sistema, la cui esistenza voleasi eguale a 
Quella della stirpe umana, dovea fondarsi sii 
di una base presa nel seno della natitra , ed 
inalterabile quanto Q globo terrarpieo . 1 / Arco 
del meridiano di 9.* , €7379722 (= 55i584,72 
tese (0 ) compreso fra Dounicerque e Mont- 
joui , misurato con assidua fatica , nello spa- 
zio di sette anni e mezzo dai valorosi Astro- 
nomi Lamhre e Méckain , al caiooio dei 

CO Li »>>>■»'* Bnrare di Tlsncn , ^-divia ia 6 fiedJ, il pMc 
in la ponici, quetti in ja lineo, b line* in tow punti. 
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quadi’arite . Le analoghe operazioni fisico-chi- 
miche , relative alle misure di peso e di capa- 
cità furono egregiamente eseguite da Brisson, 
Coulomb, Lefevre Gineau e Darcet . Era com- 
piuto il memorabile lavoro, quando 22 Matema- 
tici furono deputati ad un congresso in Pari- 
gi sul declinare del 1790, per esaminarne lo 
basi , discuterne i metodi e verifiairne le oj>e- 
vazioni. Parve per un istante che 1 ’ unanime 
suffragio dei Deputati (fra quali iMgrange ■,) 
dovesse stabilmente accreditare il nuovo sistema, 
ma Tinfelice nomenclatura, già disapprovata da 
Mascheroni e da noi, l’avversione de’ popofi 
a qualsivoglia innovazione contraria alle an- 
tiche loro abitudini , le tristissime circostanze 
de’ tempi, e soprattutto l’ odiosa protezione di un 
aborrito Governo , ne affrettarono l’ abolizionci 

pi. Un. pi. 

11 metro è = 3 . 11. , 296 = 3 ,078444»®^ 
in misura Lucchese 

br. on. pu. ai. br, 

■1. 8. 3 . lò. '^,6^=1. ; 693678. 

I nomi de’ suoi multipli sono 

met. met. 

IO. decametro^ lOO. edometro y 

niet. met. 

1 000. chilometro ; 1 0000. miriametro ec. 
Viceversa quelli de’ summultipli sono 

met. met. 

'/<• ... decimetro -, 'ho» ... centimetro -, 

met. 

‘/«eoo . . . millimetro ec. 

II decimetro cubo dicesi litro ed è la misura 

on. pu. c. at. c. 

di capacità : vale 8. 658 . ' 38 . ' 70 misura 

Lucchese . 
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Un, centimetro culx) pieno tV aèqua distillata, 
alla temperatura della sua massima densità 
(*/.» del centigrado) , costituisce l’ unità di |?eso 
e dicesi grammo. Usso equivale in peso di Lucca 

on. den. gr. 

a o. o. o. 2ò. , 24 • 

Alla libbra si è sostituito il peso di i oq,^ram- 

jni , ossia il chilogrammo , che corisponne a 2. 

on. den. gr. Uh. 

11. 3. 16. ,01 ossia 2. , 92940. 

Il quadrato del decametro dicesi aro , unità 

tir. q. onc. q. 

delle misure superficiali, ed è = 286. 1 23 . 

pun. q. <U. q. 

7. 1). ,18. 

Lo Stero è un metro cubo e serve alla mi- 
sura delle legna da cammino. 
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SCIENZA DEL CALCOLO 

PARTE II 

CALCOLO ALGEBRICO 

LIBRO I 

tEORICÀ ELEMENTARE DEL CALCOLO 
ALGEBRICO. 



INTRODUZIONE 



§. 28. La verità è sempre d’ accordo Coil 
se stessa , ed un’ ipot. che mediante una serie 
di rigorose deduzioni conduce ad una conse- 
guenza vera , porta seco la caratteristica della 
verità ; seco porta quella dell’ errore se neces- 
sariamente conduce ad una consegii^hza as- 
surda o impossibile. Questa evidente massima 
costituisce il fondamento dell’fl/ifl/ij/ matemati- 
ca, princimle og^to importantissimo della 
scienza del calcmo. 

È proprio del mettxlo analitico assumere 
ipoteticamente come certa la verità della pro- 
posizione da dimostrarsi , dedurre da questo 
dato , come da un principio , successive con- 
seguenze, ed inoltrare la deduzione dnchò una 
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se nejncontri, d’alfronde certamente vera o 
falsa , per inferirnt? respcttivainente la verità o 
la falsità della pro|X)sizione primitiva. Il me- 
todo di cui si tratta si attribuisce a Platone 
(Vietae Op. p. i .), etl ha il pregio di una sin- 
golare attitudine al discuop rimento del vero. 
Per esso si appura se una proposizione incerta 
sia vera o falsa: per esso altrimenti si dimo- 
stra- un teorema già noto. Tali appunto erano 
gli usi dell’ analisi teoretica presso i Greci. 
E della stessa indole 1’ analisi problematica^ 
la quale cerca di fare ciò eh’ è proposto, ed 
unicamente si distingue dalla teoretica per la 
determinazione , in Greco Siofurnor , di tutte 
le soluzioni, e delle condizioni; da cui queste 
dipendono. La Geometrìa elementare ne offre 
parecchi es<?mpj. 

Il metodo sintetico procede con ordine in- 
verso. In esso i particolari punti contenuti 
nella parte ipotetica della proposizione si pren- 
dono come principio del ragionamento, e se 
ne derivano varie conseguenze successive , fin- 
chè giungasi alla conclusione stabilita come 
A era neS^ della proposizione . 

Nell’ aiSlisi è noto il punto di partenza e 
la conclusione può essere qualunque purché 
certa. Nella sintesi, quand’ella non, ricalca le . 
orme analitiche , il punto di partenza è ignoto, 
unica è la conclusione a cui deesi pervenire ; 
quindi l’ estrema difficoltà delle dimostrazioni < 
sintetiche . Esse per altro , ove si tratti di con- 
vincere altniidiuna verità controversa,, wno 
le più naturali ed insieme le più soddisfacenti, 
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■perchè direttamente guidano 1’ intelletto per 
una serie di verità cognite a quella che si tratta 
di dimostrare (i). 

Per destare nel giovanile bigegno nuove 
scintille di genio analitico, e prepjjrarlo a svi- 
Jupj)àre quella j)reziosa forza a hn>rnzione, 
( tanto da’ (»reci apprezzata, 

ed a cui una liene intesa istituzione matema- 
tica dee tenderti costantemente , noi ci propo- 
niamo di risolvere con 1’ aiialisi‘'*p;<m, altri- 
menti detta metodo degli antichi ^ Montucla 
Hist. des Matem. T. I. p. 1 66 . ediz. 2 .' ) alcuni 
fra i più ditìicUi ed eleganti probi, geometrici; 
A tah esempi altri ne succederanno di analisi 
-logica , a questi alcuni esempi semplicissimi 
di analisi algebrica. Fra gli uni e gli altri ot- 
terremo il doppio intento ili addestrare l’intel- 
letto alla ricerca delle vt'rità recondite , e di 
fare in qualche guisa antieipatameute cono- 

'(i) Non mrvo'di 3i 5ono le opere comprese sotto il romane titolo di 
Luoghi /InaHtici gli antichi Geometri giudicarono necessari per 
Mevolare l'applicazione dell' analisi matematica. Il libro De Datis di 
Éuclùle è nell’ ordine analitico il primo : succedono due libri di Apol- 
lonio Pergèo „ De ratinnis sectione, tuttavia esistenti: due del suddetto ,, 

. De tpatii sectioue ; iue De tactionihut ; tre libri Pariimatum di EuelùU » 
due di /IpoUonio, De incUnatiouihue : due del medesimo „ De iocit 
piami .■ otto libri C'onicorum del suddetto : cinque di Arisleo: De loci t 
eolidit : due di Euclide:; Locorum ad superfiutem ; iae di Etutostene De 
^ Medietatibuf. Può consultarsi per un piò aippio dettaglio il lib. VII. 
delle CoLLazioHi Matzh. di Pappo Geometra Alessandrino : 

Per compimento dell' attuale artico^, divenuto sempre piò interes- 
sante a cagione degli equivoci in cui sonò cadati chiarisuimi uomini , e 
singolarmente Condillac ( Logica ) i Carnot ( Ceom. di Posiz. ) ec. os- 
serviamo i:<>che l’analisi fisica essenzialmente differisce dalla mate- 
' malica , essendo suo scopo decomporre le sostanze composte ne' loro 
qleinenti , e cercare per induzione le leggi semplici che influiscono nel 
fenomeno che si considera . Veggasi la. profonda Opera di Stewart 
( Elements ofthePhilosophy pf thehuman mind. Edimbourg i8i4in 4). 
Osserviamo a° essere destituita di fondamento l' opinione invalsa , che 
gli antichi abbiano affettato di nascondere l’ artifizio analitico de' loro 
metodi ( Montucla Op. cit. T. I. p. 588 ) . 
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sccre l’ inestimabile importanza della scien^ 
del calcolo . 

29. Probl. Si vuole inscrivere in un dato 
circolo un trigono tale che un suo lato sia pa- 
rallelo alla retta che unisce due punti dati di 
posizione fuori o dentro del circolo suddetto, 
e ciascuno degli altri due lati passi prolungan- 
dolo per uno de’ punti dati . Soluzione. Sieno 
A, B, (7^.® 3.) i punti , DEG il pircolo , C il 
centro , E il punto richiesto c però FG paral- 
lela ad AB. (indótta per A la tangente AD, e 
per F la tangente respettiva che incontri AB 

in H , si ha ( Geojn.- ) GEH = EEG ( 1 ) , 

CFH — aAe, ed in forza de’ trigoni simili 
AFH.AEB 

è AB.AH = AE. AF, ma AE. AF = AD 

cd AD è nota, j^rchè nel trigono rettangolo ACCI 
si conoscono CD ed AG- Dunque AB. AH= AD’ ,e 
per determinare il fiunto F casta prendere AH 
3 .“ proporzionale ad AB, AD, : la tangente ti- 
rata pel punto H dk nel contatto il punto F, 
ed il prolungamento di AF determina il punto E. 

yl probl. ammette due soluzioni perchè il 
punto E può essere anche nell’ arco convesso. 

Tifata ( Ff 4 *) *tha tangente per B sia I il 
contatto > e il punto richiesto . Siccome la fg è 
per ipot. parallela «d AB, la tangente in f, che 
suppongo incontrare in h retta AB prolun- 
gata se occoiTC, produce i trigoni simili fhB , 

èAB, dove oltre cBA comune ^ hfB ^e ) 

= A ; quindi 

(1) Il »«sno A è «imliolo dell* angolo. 
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Bh : Bf : : j « jjerchè JBf ^ BI : : BI : Be 



risulta Bh . AB = Bl* e però Bh è 3.* propor- 
zionale alle rette AB , BI. Trovato il punto li 
«i conduca per esso la tangente hi, si con- 
giunga il contatto f con B e la Bf incontrerà 
la circonferenza nel richiesto punto e. 

I punti dati A, B sieno dentro al circob 
); «oppongasi E il punto richiesto , ea 
ÈA , EB , prolungate incontrino la circonfe- 
renza ne’;{Mjnti H, 1. Condottala tangente in fi 
sia G il punto in cui essa taglia la BA pro- 
lungata . I trìgoni simili AGH , AEB danno 
AH. AE=AG.AB ; ma AH.AE = AF. Àl)\ 
rettangolo c<^nito per esser data la poskioiie 
de’ punti A,’bI Dunque se stilla FD come dia- 
metro si descriva un .semicircolo, e si conduce 



pel punto A l’ordinata rettangola AL, la retta 
AG che determina i punti E,H è S." propor- 
zionale ad 'AB , AL.. Anphe nell’ ipot. aUnale 
probi, ammette d|ie soluzioni. 

§. 3o. Probl. 2.* Dati tre punti in linea retta 
esterni ad un dato ‘cirpolo e pel piano di e^, 
à vuole inscrivere al circolo un troppo .tale, 
che ciascun suo lato prolungato passi pér'unp 
de', punti dati. Soluzione. Sieno ( À , 

B, C, i , punti , EHI il trigono richiesto : per H 
ai tiri la corda HK parallela alla (3A,per'^ 
ed I una corda , che prolungata deve incon- 
trare in un qualunque punto L la GB A ov- 
vero il suo prolungamento ; si -tiri finalm^te 
per B la tangente BF. Posto che il punto L 

cada fra B «ed A come nella Fig.“ , risulta 
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=:r LKII = lÈlI : ma CLK KLA' 200’ ; 

^ A * 

dunque lEA + ILA = 200.' e però il tetragono 
AEIL è Inscrittibile 3! circolo: dunque BL.BA 

BI .BE) ==BFe BL è 3 ." proporzionale a 
BA , BF . Trovato il punto L si cerchi un punto 
I ^elÌ3 circonferenza , tal^ che tirando |^r esso 
é per C,L due seganti, i punti H,K ( 1^13 2.“ 
intersezione diano JIK parallela a GL ed il 
■punto 1 sarà queUo che soddisfa al probi. 

^ i punti C, B, sì trasferiscono respettiva- 
' ménte m C',B\ il punto I passa ini', il punto 

L in V e si ha HÉr= HKL'— l'L'A : per con- 
seguenza se si fa passare una circonferenza 
circolare per li punti F, A, L', bisoma eh’ ella 

E ssi anche pel punto É. Dunque u tetragono 
'AL' è inscrittibile al circolo e si ha B'L . B' A 

'( — B'E. B'F ) = FF', dove B'F' è la tan^nte 
condotta al circolo dato pel dato punto B', e 
per conseguenza cognita. 

■ ' Fra la posizione C, B, A, e la posizione G', 
B', A', ve n’ è una intermedia , a cui corrisponde 
un punto i della circonferenza data interme- 
dio ad 1 , 1 ', tale che tirando la corda Ri que- 
sta passa pel punto A . In questo caso il te- 
tragono si trasforma in un trigono, e siccome 

1 ’ eq. BL.BA — BF si cangia in BA = BF, la 
circonferenza che passa per li punti E, i, A 
tocca in A k retta CBA,^il probi, si riduce 
a trovare un punto i della circonferenza data, 
tale che tirando per esso e ^r li punti G,A 
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due seganti, la a.* loro intersezione determini 
una corda parallela alla CA. 

In qualunque ipot. vi è un punto dell’ arco 
IR che dà una 2 / soluzione del probi, e si de- 
termina con lo stesso metodo. 

§. 3i. Probl. 3.^ Dati tre punti comunque 
situati nel piano di un dato circolo , si vuole 
inscrivere al circolo un trigono tale, che ognuno 
de’ suoi lati passi , prolungandolo , per uno 
de’ punti dati. Soluzione . Sieno A, B, C, i punti 
dati (F.*7.’), ehi il trigono richiesto, Q il 
centro del circolo dato HEG. Condotta la coitla 
HR parallela ad AB si tiri la retta RI e s^ 
prmunghi finché incontri AB in L. Questo 
punto resta determinato pel probi, prec. Infatti 

HÉI = HKI = ILB ; ALI + HÈl = t, ‘ 
il tetragono ALIE è fiiscrittibile e si ha 

BA.BL=-BE.BI =B?* 

dove B/' è la tangente nel punto nota pel 
probl. prec. Si conduca la corda HG parallela 
alla CL e si prolunghi GR finché incontri la 
CL in D, punto dato, perchè avendosi 

HGR-h HIR^ T ed HGR 4- LDR= r 
i trigoni LIC,LDR sono simili e danno. 

ED.LC = IL.LR = i7/ 
q^uadrato della tangente tirata pel punto t, 
è nota pel probl. cit. Determinati i punti 
D,L si tiri LM perpendicolare ad AB e QF 
perpendicolare a GR. Si costruisca sulla retta 

QD una porzione di circolo capace di DLM e 

ToAf. I, c 
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1’ intersezióne del circolo QKD col circolo 
dato determinerà un punto K: tirata la KL 
si ha il punto I e le seganti BIE , CIH, deter- 
minano la corda EH, che prolungata passa 
per A, e costituisce con lE , IH il trigono ri- 
chiesto . Infatti i trigoni LÌC,LDK , essendo in 
forza dell’ea. IjD.LC = IL.LK simili fra di 
loro (Geom.) si ha 

LDR = LIC = Hk ; HIR + HGK t 
e sostituendo per HIK. l’ eguale LDK, 

UDK + HGK = ed HG parali, ad LG . 

Oltre di ciò DKQ = v. t -h F^K=: /.t+gAR: 
Ma DKQ = per costruz. a DLM : dunque GÉK= . 

GLB; e perchè HG parallela ad LC, è HK paral- 
lela ad AB . Da’ trigoni ILB , £AB , simili m vir- 
tù di BA.BL = BE.BI deriva lEA = ILB : ma le 
parallele HK , AB , danno ILB = HKI : dunque 

HKI = lEA e però la trasversale AE passa per H, 
cioè passa per A la corda EH come si dovea 
dimostrare (i). 

(i) Qaerto probi., liccome deinse U Mgacità degli enticbi ( Pappo Collect; 
Math. lilk 7. ProbL 8.0, 9.'’ e 10.° ) e iunganente ha retiitito egli iforsi 
de’ moderni geometri , sari tempre celebù^ nella ttotia delle matemati- 
che j Castillon t che ad iotinuazione di Cramer oitlnatamente te ne 
occupò , ne diede nna diSciliuima toluaione geometrica ( Acad. de 
Beri, 17^6. ) I nè piò felicemente tì riutcl il genio analitico di Jj^angt 
( Lue. cit. ) b CUI formola finale, giudicata da Ltonardo Euler inaccet- 
aibile alb cottruuone, fn a ttenlo oojtruita da Lixell (Nuo. Comm., 
dell’ Acc di Pietrob. T. IV. } . La prima toluaione elegante , tulio UUe 
degli antichi geometri, fu proposta da Futi. Giordano da OUaiano e Ci*: 
Francesco Malfatti aggiunsero nuovi gradi di perfezione all’ ardua in- 
dagine , ibolvendida nell’ ipot. che il n.ode’ punti dati eia qualunque , 
Quella da noi addotta e le altre che tegdono, tono fondate tu i prin* 
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* 32 . Probl. 4. ^ Inscrivere in un dato circolo 

un tetragono tale, che i suoi lati prolungati pas- 
sino ciascuno per un punto dato. Soluz. Sieiio 
A , B , C , P , i punti ( 8 . ), MNPQ il tetrago- 

no , Si prolunghino le rette AB , CO , finché s n^» 
‘contrino in X , si conduca MI parallela ad AB , 
MG parallela a CD, e si prolunghino le cordo 
IP, GP, finché taglino in H, K le respettive 
rette AB , CD. In questa guisa i punti H , K re- 
stano determinati ( Probi. 2.* e 3 .* ) Ma Ivi*H 

(= IPG = GMI = X ) è noto. Dunque (1) può 
determinarsi il punto P , il die basta per inscri-^ 
vere il tetragono richiesto. 

* §. 33. Probl. 5 .° Inscrivere come sopra un 
pentagono i cui lati passino ciascuno per un 
punto dato. Soluz. Siono A, B,C, D, E ( JP." 1 

1 punti dati, MICXJF il pentagono richiesto. Unir 
tri punti A,B, si tiri la corda MjV parallela 

ad AB, e per N, O la corda NO che tagli AB 
in P. Abbiamo 

cip) tdoHati d^i aaaidetti geometri ItalMDÌ , ma preeentano un pift 
lapido ivilappameiito. 

La tolutione algebrico del generale proU. di cui wpn . immaginata 
da Camot ( Ceom. de Position p. 3o3 ^ e molto piò la toluzione del 
nrobL geneialiuimo : Uuc^U’trt ia unti dola curi’a un poligono , ctViK'uii 
lato del qualz passi per un punto datanti piano della curva, soluzione 
ottenuta dall’insigne Geometra Magistrini nella sua profonda Poligo- 
• nometria ( della quale daremo un ampio saggio nel Tomo V> ) hanno 
assai bene tostenuto il combattuto onore de ll%nalisi calcolatrice '. 

(j) La determinazione del punto P si riduce alla soluz. del scg. probL 
. semplicissimo : Dato un circolo M N C Fig. $) t due punti H, K , da 
terminare nella circonferetiu un punto P tale che risulti Hl’K S o| 
probl. che si scioglie con descrivere sulla H K una porzione di circolo 
capace dell’ angelo a ; poiché se il circolo cosi descritto sega il dato 
' in OeP, l'uno e l’altro punto di la soluxione' richiesta ) se il circo- 
lo suddetto tocca il circolo dato, il contatto costitUiKc l’^unica aoluzio^ 
ne del pcob£ ^ 
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A A 

AIB + MIB — 200 .* , e per essere inscritto il te^ 
tragono MÌNOI , si ha . , 

MNP + MIB — 200.* : quindi AIB = Mi^P, ma 
MNP= NPB attese le parallele MN , AB : dun- 
que AIB = OPB ; perciò i trigoni BOP, BIA sono 
sonili e si ha BO : BP : : BA : BI , cioè BI. BO = 
BA.BP ; ma BI. BO = f , dove < è la tang. tirata 
ul circolo dal punto B. Dunque il punto P è 
noto. Si congiunga P con C , per N si tiri la 
corda NL parallela a PC , e si conduca la cor- 
da LG , che si prolungherà finché incontri la PC 
in Q. Per la ragione addotta relativamente ai 

S unti L , D , nel probi. 3.* risulta CP. CQ = , 

ove è la tang. tirata al circolo per C : così Q 
resta determinato. Si tiri per L la corda LT 
parallela alla DO , e da T per F la TF che incon- 
tri la DQ in R. Qui pure si ha QD. DR =■ , 

dove /" è la tang. condotta per D , ed il punto 
R rimane determinato. Si conduca la RL e la 
corda TM. Nel tetragono inscritto LTMN si ha 

LT M -j- MJ^L = ?oo.* ; malnoto IVJNL =BPC: 

dunque si conosce LyM. Siccome RD è parallela 

ad LT, se si adatta^ RS in modo che sia DRS— 

LtM, risultano RS, TM parallele ed il probi, 
è sciolto mediante il p^bl. i .* perchè sono dati 
i punti R , E, e si dee C|rovare nella circonferen- 
za del circolo un pun^o F tale , che tirando le 
Seganti EFM , RFT , risulti TM parallela alla 
data RS. ' 



Digitized by Coogle 



Il met< esposto vale per (qualunque n/ di 

f mnti dati : se il n.* di questi è dispari la so- 
. azione dipende dal probi, i.* , se pari dal 

S robl. di cui nella nota al probi. 4'“ tl meto- 
o stesso non esige cbe una facile modifica- 
zione qualora alcuni o tutti i punti assegnati 
sieno ilentro al circolo dato. 

CAPITOLO I. 

Primi principi del Calcolo Algebrico. 



§. 34- i-i Algebra , in Arabo algebra-miaca» 
belali^ dalle voci algiabarat ( ricomposizione 
di rotti ) , macabelài ( opposizione e compa- 
razione) è in certa guisa un’ x\ritmetic'a uni* 
versale (^i) ed ha per oggetto il calcolo delle 
quantità indeterminate. Nel senso il più esteso 
ella insegna altresì a risolvere i problemi prcK 
ponibili sulle quantità , ed a ciò soddisfa as- 
segnando il sistema delle operazioni da farsi 
sulle quantità date, per diurne il valore di 
quelle che costituiscono la soluzione ( 2 ). Tal è 

rO De ^ BtsoluU det E^uat. numtr. p. VL 

(*) I pib diitiati Algcbtikti Arabi furono Mohanud ed Onar firn Jbraitìi 
il primo ai crede autore di an ritrovato importante che indichereiiu) a 
ano luogo : il secondo ha kaciata memoria del tuo valore in nn ma- 
noscritto esistente nella bibliotèca di Leydea ( Andres Stor. della Lct* 
terat Univ.J 

Lunardo Bonacci Piano recò dal l' Arabia in Italia sul principio del 
secolo XIIL V algebra numerica , ignota allora e per molto tempo ia 
seguito a tutte le nazioni dell* Europa; 

La memorabile trasformazione dell* algebra numerica in letterale o 
speciosa si attribuisce a Maurolico, geometra Messinese, che mori di 8i 
anno utl li'j'ì ( Cassali - Orig. , trasporto ia hai. ec. delV Alg,: Cor- 
niani . - I secoli della Letteratura Italiana T. 8.” ^ 
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appunto dò che da noi s’intende per calcolo 
Alf^ebrico. 

Fra gl' irinumerabili probi, che possono pro- 
p)rsi sulle quantici numeriche e sulle indeter- 
minate, alcuni si sciolgono col semplice razio- 
cinio , altri desiderano il sussidio di opportuni 
segni per cui si agevoli la combinazione delle 
idee ; altri finalmente richiedono teorìe e regole 
adattate all’ indole de’ probi, stessi. Per dare un 
saggio de’ probi, spettanti alla i* classe sia: 
Probl. 1 .* Uno zio ha 40 anni , ne ha 6 il 
suo nepote. Quando l’età del primo sarà qua- 
drupla di quella del secondo? Soluzione. Se si 
conoscesse il tempo che dee passare se ne veri* 
ficherebbe l’esattezza dicendo: 4 o.*"‘ più il tempo 
ignoto equivale a 4 x 6 più il quadruplo del 
tempo ignoto. Ma il rapporto di due cose 
uguali non si altera togliendo un’egual parte 
da entrambe , e tolto nel caso attume il n.“ 24 
più il tempo ignoto, resta 16 eguale al triplo 
del tempo ignoto: dunque il tempo predetto 
è uguale a 5.‘"- più Vs. Infatti 4 o.*"*.-F 5.“- */s = 
4 X 6.*"- + 4 X 'A = 4 X 1 1 

Probl. 2.* Un padre ha 60 anni più di suo 
figlio e l’età di ambedue forma i 3 o anni. Qual 
è l’età di ciascuno? Soluzione. Siccome l'età 
del padre equivale a quella del figlio aumen- 
tata di 60 anni, dicasi: l’età del figlio più 
6o.*"- , più r età del figlio , cioè la doppia 

Gli antichi fecero icaru prc^reiti neUe fcienze dipendenti dal tal' 
colo , perchè non pottedevano un adattato liitema di numérazione ed 
ignorarano il calcolo algebrica Chi detidera una luminosa prora di 

r ietta a,* propotinone otterVi le loluioiii addotte da Diofaato nel 
Ih. L delle yutttiéni Aritmttichi. 
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età del figlio più 6o.*“* fa 1 3o.*"- . Dunque la 
doppia età suddetta fa 1 3o meno 6o cioè 7 o*“* , 
l’età semplice è di anni 35; quella del padre 
di 35 più 6o ossia di 95.*“- 

§. 35. Se r incoeniia del probi (tal era l’età 
del figlio nel probi prec. ) si debba moltipll< 
care una o più volte per se stessa; se le con- 
dizioni del probi sieno fàù d’una ed esigano 
la moltiplicazione delle incognite fra di loro , 
ovvero sieno alquanto astruse e complicate , il 
solo raziocinio ditfìcilmente o in nessun modo 

S uò soddisfiire alle combinazioni che si richie- 
ono per giungere alla soluzione: perciò si sono 
immaginati segni , simboli e nomi , tatti per or- 
dinario molto semplici, sovente espressivi e 
caratteristici, per cui vien diretto ed avvalo- 
rato lo sviluppamento delle forze intellettuali; 
e si sono investigati ofqiortani metodi, che 
&nno dipendere la determmazione delle inco*- 

r ite da un certo n." di regole generali . Così 
massima parte della difficoltà si ridace a 
trovare una conveniente espressione delle con- 
dizioni che costituiscono il probi. 

Elssendo « , 3 , x , ^ , n.‘ qualunque si scrive 
ab pw «XA; a : b per (ari-3 ) x equivale 
ad axH-3x,0d'(fl-^3)(x ^ ad 

Due quantità separate da uno de’ segni <,>- 
formano una ineguag&anza: tal'è^ri-òcx. 

B rapporto di eguaglianza , indicato col se- 
gno = , tira due quantità diversamente espresse, 
come «x-Hò=^c, dicesi equazione. Essa de- 
genera in identità se l’ espressione dèli’ ima e 
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dell’ altra quantità sia là stéssa , come a x-]rh 
=^ax-\~b. 

. Tutto ciò che in un eq. trovasi alla sinistra 
del segno = ne costituisce il i.* membros 

Ogni quantità distinta dalle altre col se- 
gno -1- o — dicesi termine o monomio , che è pO“ 
sitivo se vien preceduto dal i segno , nega- 
tivo se dal 2." Binomio indica due termini c<> 
me a -r- h ^ ab cd trinomio tre, polinomio 
più termini connessi con uno de’ suddetti se* 

gni +, -• 

Si dà il nome di /«nz/óue ad un polinomio 
quando si considera per rapporto ad una o più 
quantità in esso comprese. Così x' 
ritardarsi come una funzione d’x. Funzione 
di una quantità è dunque un'espressione let- 
terale che la contiene in qualunque siasi modo. 

§. 36 . Coerentemente allo stile adottato da- 
gli al^bristi di rappresentare le incognite d’ogni 
probL con le ultime lettere dell’ alfabeto , le 
quantità cognite con le prime, se diciamo l’età 
del figlio ( Probi. 2.“ ) è a: -f- 60 quella del pa- 
dre ed x-}-6ò-l-x== i 3 o, cioè 2 jt-)-6o=j3o 
è l’eq. del probi. Sottraendo 60 dall’ uno e 
dall’altro membro si ha 2jc=7o, e dividendo 

S er 2, jt = 35 come .si sapeva. Questo valore 
’jT, perchè verifica l’eq. e perciò risolve il 
■probi. , vien da noi chiamato Risolvente dell’eq. 
e del probi. un’ eq. vuol ÒiTe assegna- 

re i valori dell’ incognita che la verificano , 
riducendo i suoi membri all’ identità . Cosi 
x =35 cangia l’eq. 2 x-f- 60=1 3 o in 70-}- 60= 
i 3 o, ossia in i 3 o:;=i 5 o. 
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Se si fosse avuta l’eq. 2 x — So = i3o si 
sarebbe aggiunto 60 a ciascun membro e si 
sarebbe aVuto 2 x = 1 90 , x = « 9 */. = o5. Tale 
appunto sarebbe stata, l’eq. del probi, se si 
fosse indicata per x l’età oel padre. 

Dunque un termine si può trasferire da un 
membro nell* altro purché gli si dia il segno 
contrario , cioè + s’ era preceduto (tal segno — 
e viceversa. Ciò serve a liberare l’incognita x 
dalle quantità che la m(xiifìcauo per addizione 
o per sottrazione . Si pub dunque mutare il 
segno di tutti i termini di un" eq^ 

Lo stesso può praticarsi nelle ineguaglianze 
ma convien mutare il segno < in > e vice- 
versa. Se m > a — 4 si ha — me. b — a. 
Ciò si verifica aggiungendo — m b a 
ad ambi i membri. 

§ 37 . Per liberare P incognita di un’eq. dai 
moltiplicatori e dai divisori si fa uso parimente 
dell’operazione contraria : Per es.° x -f- 5 =-40 
si cangia in V* x = 4 ® ~ 5 = 35; poscia in 
3 X = 4 X 35 , e finalmente se ne deduce 
T» ^ 4 X 35 . 

3 ; . 

Non si altera un’eq. se si modificra egual- 
mente l’uno e l’altro membro con una stessa 
operazione qualunque ella sia. 

Due eq.‘ M = N , P — Q, dove M, N , P, Q 
sono pohnomj qualunque, danno altresì 

M2tP=N3:Q, MP = NQ, ^=. 5 . 

Le ineguaglianze analoghe , come m < a, 
nab 'o viceversa, soggiacciono ad un’ecxezione 
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ed è, cfie non possono generalmente sòttrarsi 
e dividersi fra loro. 

Si ha m n a -f- A, ìiin <. ab', non 

Per es.® dai rapporti 7 < B, 2 <: 5 non può 
dedursi 7 — 2 < 8 — 5 nè ?/. < »/i- (i) 

Anzi, se la moltiplicazione comprende la 
.sottrazione, come allorché da w > a — 3 , 
n >• c — fi? si vuol dedurre mn > (a—b) » 

il risultamento può esser falso se non sia <z > ò 
e c> d. Ne daremo quanto prima un esempio. 

§ 38 . Tornando a considerare il probi. 2.® si 
vede che variando i n.‘ dati 60 e i 3 o, viensi 
a variare il valore dell’ una e dell’altra età, 
ma non il metodo della soluzione; che in con- 
seguenza si possono comprendere in un solo 

S robl. tutti I casi particolari , altro non richie- 
endosi che sostituire a 60 una indeterminata 



differenza rf, ed a iSouna indeterminata som- 
ma s. Cosi l’eq. 2 x -f- 60 — i 3 o si cangia in 

^x-\-d — s edà quindi l’età -del 

padre è x + </= t ^-{-d cioè x-\-d—llÙ~^ 

a a 

soluzione compresa nel sistema delle due 



formule | x =i — -, x — | (a) 



è generale, e somministra la regola per risol- 
vere tutti i probi, della medesima specie: 



( 1 ) SopprifliUmo la dimoitruione generale perclii alquanto aitruia e4 
inutile. Bacia nn caco {«rticolarc ore ù-traua di dace, «Qce<ioae ad 
una propoiiaione generale. 
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Reg^** n maggiore di due n* la cui somma 
e la cui differenza sia data, è ~ alla semi^ 
somma più la semidifferenza , il minore alla 
semisomma meno la semidifferenza. 

Il probi. 1 .* può trattiirsi nella stessa guisa. 
Detta e l’età dello zio, e^ l’età del nepote, ni 
il multiplo assegnato, si ha 

eq. che togliendo x ed mé^ dall’ una e dalI’aU 
tra parte si cangia in 

e — me, — (m — i) x e dà x = ^ •••M 

Questa formola dimostra itnpossibile il probi, 
quando e<zme^ . 

Le soluzioni comprese lieRe forfnole (a), (b) 
ci palesano la caratteristica del Calcolo alge- 
brico ed èl Che in vece de’ valori ihdividualt 
delle incognite i esso presentd U sistema delle 
operazioni necessarie per ottenerli in ogni caso 
particolare^ sistema che costituisce ciò che gli 
algebristi chiamalo formola, e che sempre 
include, purché sia semplice, la regola per 
risolvere tutti i probi, della medesima specie. 

Per viemeglio rischiarare l'importante con» 
clusione dd §. prec. ,- e per prepararci a discu- 
tere la moltiplice nozione delle quantità nega- 
tive, ci giova risolvere i due seg. ’ 

Probl. 3.® Durante il terremoto della Giam- 
maica perì là metà delle caso alla i.* scossa; 
cadde alla 2." la terza parte delle rimanenti, 
e lioo furon salve. Si cerca quànte erano le 
case prima del teftwioto. Soluz.®* Se si cono- 
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scesse il n.® richiesto si verificherebbero le con- 
dizioni as^gnate, sperimentando se il n.® di cui 
si tratta equivalga alla somma di 1200 più 
la metà del n.® anzidetto, più il terzo della 
sua metà. Sia dunque x il n.® cercato. Dovrà 
èssere 



X — 1 200 */• . */., 



c moltiplicando tutti i termini per 2X3 onde 
togliere le frazioni , . 



6x=72oo-h-3x-l-a: . 



Ma 5 x-j-'x=^x , e sopprimendo nell’uno 
e nell’altro membro, resta 2x=72oo; dun- 
que or =»*“/» = 36 oo (1). 

, Lasciati da parte i casi particolari dicasi a 
il n.® delle case superstiti, ed ilrespet- 

tivo n.® di quelle aie si suppongono cadute alla 
^ ed alla 2.* scossa , e si avra l’ eq. 

x—a -j- »/* , 

che moltiplicata per 3 c si cangia in 



quindi 



bcx~abc‘^cx’\-bxi 

bcx — ( 3 -|-c)x=r=a 3 c ossia 
{bc — b—c)x—abcy 



è finabnente ....(c) 

bc — b — c ^ ' 

Avvertasi che 3 c è il minimo moltiplicc de’ 



(0 Parecchi preU. analoghi trovanti fra gli epigrammi greci che il 
Salmatio tratte da an accreditato codice Falatino. Noi ne riporteremo 
. uno in originale nai libro IV. del Cale. Algebr. 
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denominatori dati e si vedrà che la formola 
prec. dà una regola molto comoda per risol-' 
v^re tutti i probi, analoghi. 



Facendo a=i2oo, 3 =a,c =6 si trova 

1200X2X6 ^ 14400 = 36 oo.; 



3 X ^ ^ ^ 



4 



Per liberare l’incognita dai divisori Art j/arfun*. 
4 fue moltiplicare tutti i suoi termini pel prodotto 
de’ divisori , e più semplicemente, più pic-^ 
colo multiplo d’essi. 

4 ®- Pbobl. 4.* Due corrieri mrtono , uno 
dal punto A, l’altro dal punto B ( i^.“ 11.) 
con le respettive velocità «, A, tali cioè che 
il 1 faccia rt miglia l’ora, il 2.“ A miglia. Posto 
che la distanza AB sia ~c, si dimanda il 
punto G in cui si debbono incontrare. Soluz. 
Suppongo che i corrieri procedano nella dire- 
zione AJ^ , indico per x il n.® delle miglia che 
misura la BC , e siccome gli spazi percorsi da> 
due mobili nello stesso temjx) con moto uni- 
forme, stanno tra loro come le velocità de’ 
mobili respettivi, si ha 



X 

X ■+■ c 

quindi a x — 



^ cioè ( 5. prec.) =A(x-j^c). 
Ax= Aced X = . .. (d). 

a—b ^ ' 



Se per es.* il i.“ corriere A fa 8 miglia l’ora, 
il 2." 6, ed AB = 20 si trova x— = *“/« =60. , 

*' Q — O * 

La formola (d) soddisfa a tutti i casi ma 
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in alcuni è necessario ihterpetrame a dovere 
il significato. 

1. ”Sefl = Aèjr = *^=ooed il probi, non 
è solubile. Infatti due mobili che partono da 
un diverso luogo e vanno nella stessa dire-? 
zione con eguale velocità non possono trovarsi 
insieme. 

2 . " Se a^b e c — o risulta jc* = »/. . Ciò si-? 
gnifica che i punti d’incontro sono infiniti , 
cioè che i mobili non si separano giammai . 
L’espressione •/«, qualora l’ evanescenza non 

derivi da un fattore comune come in ) 

. A(a*— 

che diviene = '/» quando a = ò , e tolto il fat* 

tore tf rrr ò si riduce ad — f! , è il simbolo 

di una quantità indeterminata. 

■ 3.“ Se a il valore d’jc- è negativo, e sicn 
come indica un’ impossile sottrazione da zero 
dimostra assurdo il probi. Infatti un mobile 
non può raggiungerne un altro che lo precede 
con maggiore velocità, L’ incongruenza poten- 
do essere tanto nell’ipqt. da cui siamo partiti 
per verificare le condizioni del probi, quanto 
nelle condizioni stesse , bisogna procedere se 
occorre, alla successiva rettificazione dell’ima 
e delle altre. Nel caso attuale basta rettificare 
l’ ipot. con supporre che i corrieri vadano nella 
direzione opposta C , e che in conseguenza il 
valore d’x si riferisca alla BC'. Così ottieusi 
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ót“ , , • \ i} C / \ 

^hfa cioè X = (l) 

X c h — n 

4 * Se a — ò> o e c = o si ha x — o , e ciò 
dimostra che il punto d’incontro coincide con 
quello di partenza. 

Supponendo che i corrieri camminino sulla 
stessa linea, l’uno incontro all’altro, C l’in- 
contro e B G = X ( 12 .), si ha =c ; 

^—x 

Quindi hx^kc — ax ed x =: — ^ ^ ^ 



fi) n prof. Franfeit, «egnlto da ì^ranroeur t lodato da Lacroix, propo* 
ne in vece una Kistanziale variauooe dall' enunciationr i imaiagint 
. che 1 corrieri siculi mossi da un tempo indefinito nella di razione C'C, 
con le mpetrive valociU « , i S che A , B, la cui distanza è r, sic» 
no paoli » niTÙ'o, e carca il punto C io cui debbono «aserii praca- 
dentemente incoutralL Detta j; la BC' risulta 




cioè X 



òc b c , . , 

_____ ss — ~ - -- , Valore ebe «» 

h — a n—b 



differisce nel segno da quello della formola (d). 

Noi oaserviaaio xfi cfae malgrado l'addotta variatlene il prof. Ma» 
gonzeae è cosiietto a convenire che il segno inerente alla formob (d) 
quando a b , indica doversi prendere ia B C nella direzione con» 

traria BC^ e ricade nella rettibcazione deH' ipot. 

a.a Che l' idea del tempo indabnilo è superdua , perché basta snp* 
porre parliti i corrieri B , A dalle respettive distanae 

b c he f a c \ 

b—a b—a ^ b—a ' 

anteriori a C'. Difatto, indicando i punti di partenza per A', B', « 

- facendo B'C' ~ , B' A' — c slha ^ quindi « 

X b — 9 



ed 




n C 




3fi Che inai non deesi cangiare l' eminciatione del probi, quando 
per correggere l’assnrditè del risultamento basta una semplice varie» 
zione dell’ ipot. 
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Per aver subito questa forinola bastava mu- 
tare il segno di b nella forinola (d), il che 
equivale a cangiare nell’opposta la direzione 
del corriere B. 

5. 41 • maniera con cui si è ottenuta la 
soluzione de’ probi, prec, non essendo esclusi- 
vamente propria di essi, ma potendosi adottare 
per qualunque altro, ci suggerisce seg. 

Reg.** Gen.*® Assunto un simbolo indeterrnìm 
nato X per esprimere V incognita del probi. , si 
facciano su di essp tutte le operazioni che si 
farebbero sul n.° cercato se si conoscesse, per 
verificarne V esattezza. L’espressione che ne 
risulta è V eq. del probi., ed altro non resta phe 
dedurne il definitivo valore d’iL (iV 
. Le formole generali, analoghe alle (a), (b), 
(c), (d), (e) di cui sopra, hanno l’inestima- 
bil pregio di condurre in ogni caso particolare 
all’ immediata soluzione del respettivo probi. , 
tanto l’ algebrista megbo istruito quanto il più 
mediocre aritmetico: evvi però questa diife- 
renza fra l’uno e l’altro, cne il 2.® vi giunge 
in forza di. una cieca pmtica, mentre il i.® , pa- 
drone del metodo che le ha prodotte, opera 
per principi. Oltre di ciò le questioni possono 
esigere diverse formole , ed il solo algebrista 
possiede il segreto per rintracciarle. (2) 

0) Vedremo a tuo luoeo ihe per qaetto si hanno sicuri metodi gene- 
rali , qualunque sia il grado àell’ eq. finale. 

(») Cosi r illustre Francoeur . Gli elementi Matematici di questo Prof, 
meritano molta lode , e più ancora quelli di Meccanica, ediz. 4 .* Pa- 
rigi i8o4— La eleganu ed il gusto analitico ne sono le doti caratteri- 
stiche, ed è sovente cosi felice nello spiegamento delle idee che in- 
, Tgio. tenterel^bc di emularlo.- ' 
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' Noi potremmo proporci un grandissimo n.® di 

S robl. solubili come i prec. , ma l’introduzione 
elle quantità indeterminate in vece de' n.* ci 
rende avvertiti, che prima d’ impegnarci nell’a- 
nalisi algebrica propriamente detta, nell’arte 
cioè di risolvere i problemi permezzo delteq.* 
ci è d’uopo conoscere le regole ond’ eseguire 
sulle quantità letterali le operazioni dell’Arit- 
metica. 

Una superficiale riflessione sulla diversa in- 
dole de’varj quesiti che possono proporsi, ci 
suggerisce altresì che l’analisi algebrica richiede 
l’anticipato sviluppamento di parecchie dottri- 
ne, il cui sussidio è necessario per esprimere 
le condizioni che caratterizzano i quesiti stessi, 
ovvero per risolvere con sicuro e adequato 
metodo i’eq.» che se ne traggtmo. Un probi, 
per es.® la cui incognita abbia immediato rap- 
porto con una sene di quantità succedentisi 
con una data legge; una questione fra’ cui ele- 
menti siavi un angolo formato da due rette 
date o. da due dati piani ; tal altro che dipehda 
dalle proprietà di una linea o dì una super- 
flcfe curva, ec. è affatto inaccessibile al razio- 
cinio ed al semplice algoritn^o algebrico. Tali 
pur sono i probi, le cui coiidiz^ni'non possono 
esprimersi con un’eq; della forgia ax-\-ò = o, 
che dicesi eq. di i.® grado. Se per es.® l’eq. da 
risolversi sia axjc-^6sc~^c=;iO, che è la for-, 
mola generale dell’eq.* di 2 .® grado, o anch^ 
xx = m, tutti gli artiiìzj adoperati per l’eq.* di 
grado riescono insufficiènti. Per procedere 
con ordine è dunque necessario che ci occu- 
L d 
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piamo prinjiemmente dell’algoritmo letterate, 
poscia oelle dottrine ausiliarie dell’ analisi «Ige^^ 
trica. 

/ 1 piccioli passi fatti sin qui , e quelli che 
riserbiamo al Cap. seg. hanno il doppio scopo, 
C di anticipare una facile nozione di alcuni 
principi al^brici indispensabili per l’intelli- 
genza delle dottrine ausiliario sopra indicate ^ 
e di piacevolmente eccitare la curiosità de’^io*, 
vani studiosi. Senza spargere di qualche nore 
le spine che ingombrano il primo ingresso 
della Scienza ca^latrice, ò vano sperare uno 
sforzo dalla giovanile incostanza. 

CAPITOLO II. . 

^Calcola delle quantità letterali intiere, • 

§. 43 . La somma di più quantità eguali si 
oompendia con la naolti{dicazione come si fa 
Bell’ Aritmetica per rapporto aj n.* . Per es.* 
il simbolo 5a. equivale ad a * 4 * <i <4^ a come il 
prodotto 3X4 equivale a 4 -h 4 "H 4 • Si 
ha pure aaà -^2aaà ==5aaò . 

Due o più polinomi si aggiungono scrìvendoli 
di seguito coi segni die lianno: liasta solo av- 
vertire che U 1 .* termine di un polinomio, e 
lo stesso vale per un monomio, s’intende pre- 
ceduto dal segno 4* ^ non trovasi alletto dal 
segno :rr. Cosi la spmpi^ de’ due binom) 
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5aa-^5ac, 

è «tf*j'5tìtÀrj>-3aa-«-5acossia 

SOTTRAZIONE. 

$. 4^* due quantità CMiservano la 

stessa differenza fra loro , quantan^ue 1’ una 
e 1’ altra egualmente ai accresca o si diminui- 
sca, se trattasi di sottrarre 3 c da a si può 
aggiun^'re c ad ambedue le quantità h — c^a^ 
per tonare poi b-^c^c ossia 3 da c+c: ma 
la sottrazione di cui si tratta s’ indica scriven- 
do dunque per indicare co* segni 

algebrici la differenza a c ) si cangia 
il segno -f- di ò in — , il seg^o ^ di e m -+• 
e si sommano con a le quantità 3 , -f- c . 
La re^la non soffre eccezione qualora e e ai 
dividano in qualsivoglia n.^ di parti , e però 
la sottrazione di un polinòmio si elfcttua mu- 
tando *1 segno de’ suoi termùii e facondoiie poi 
la somma. 

Il significato di una qu.antUà uegafiva può 
essere moltiplice. 

I.’ Spesso ella indica assurdità nelle con- 
dizioni o nell’ ipotesi , o in entrambe. Lvvi 
^surdità d* ipot. nel Probi, del 4o* ^ ° ‘:‘i 

il valore d’jr esprima una retta , situata in 
direzione contraria a quella che si era adot- 
tata per verificare le condizioni. L’ assurdità 
esiste nelle condizioni ( Probi, cit. n.’ i.* c 4-° .) 

Éi talvolta l’espressione di un debito. 

3.“ In alcuni casi e insiOTificante. 

4*° In alcuni altri dà la smuzione di un probi. 
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correlativo , e si riferis<?e ad un’ ipot. implici- 
tamente compresa nell’ analitica espressione 
delle condizioni assegnate. Schiariremo questa 
verità quando ci occorra di profittarne. 

In vece di a negativa , per compendio si scri- 
ve a c o. Impossibile est ^cosi fVaUis Oper. 
Math. T. 2. p. 286. ^ ut alla magnitudo sit nù- 
nus quam nihil ^ nec tamen est ea suppositio 
aiit inutilis aut absurda , modo recleinUlUgatur, 

MOLtlPLICAZIONK. 

§. 44* È un principio fondamentale della 
moltiplicazione tanto Aritmetica quanto Alge- 
brica il seg. 

Teor. Il prodotto di più fattori è lo stesso 
qualunque sia l’ordine col (male i fattori si 
combinano insieme. Dim.“* I fattori sienoa, b 
e perchè si prescinde dall’' ipot. a = & in cui la 
verità del teor. è manifesta, pongasi a b 
ed = A c . Siccome 

A, 3 a'=^b(b-^c)^=bb-\~bc 

risulta aA=:4asecA=ùcdovec<:a.Seil>csi 
pongaii=c*4-^<Ì e si avrà 

cb=c{c-\‘d)^cc-\^cd;bc=i(c-^rd)c=MCc~\^d€ 
cioè cb:^ he se cd^de dove deb. 

Qualora fosse Ob^ si farebbe c= A -^d . e 
si ritrarrebbe ' r j 

cbr={b-\-d)b^bb-\-db,bc=b{h-^=:bl^bd 

ossia ch=zbc se db^bd dove dee. 
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Proseguendo si forma una serie di n.* . 

^ y Ò ^ y d- y ^ y ^ 

tutti intieri positiviy perchè ciascuno risulta dalla 
sottrazione di un n.“ intiero da un intiero mag- 
giore ; decrescenti ( quantunque non sempre 
con l’ ordine espresso dalla k?rie I. ) pt^rchè 
dedotti mediante una successiva sóttraxione ; 
e tali che « =3 i ovvero = 0. Infatti se u > 1 , 
sottraendolo quante volte si può dal n.® pros- 
simo maggiore si ottiene un residuo positi- 
vo < M , il che contraddice all’ ipot. che il n.** u 
sia l’ultimo. Ma il risultato n = 0 suppone i 
due n.‘ prossimi antecedenti Sy ty eguali fra 
loro , giacché u = s » t ( ditf.* posit. ) . Dunque 
P operazione sopra esposta necessariamente con- 
duce ad un prodotto t m dove u = i , ovvero ad 
un. prodotto st dove / = j. Nel 2.® caso l’iden- 
tità di con ts è manifesta : nel 1.® è tale pa- 
rimente , perchè t X 1 non può differire da 1 x / . 
Dunque ah—ba. 

11 prodotto abc è necessariamente =b ad uno 
.de’ seg.**: « 5 .e; ac.b \ ma facendo 

ab=ip y bc— q ytsc=^r risulta p'.qiiatc cioè 
qa=ipcossìSi bc.a — ab.c. Così q\r\\b'.a 
cioè q.as^rb ossia bc.a^ac.b. Dunque ec. 

Questa semplicissima dimostazione è dì Ga- 
sparo Bachet illustre Commentatore.di Diofanto 
\In Diophantum Porismatum Lib. ì. prop. III. ) 

Coi prec. principi fòcilmente si dimost^d 
■l’identità del prodotto di un n.® m di' fattori, 
che sieno con qualunque ordine fìa loro molti- 
, plicati. Per provare per es.® cliea 5 cdh ^cadb 
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sostituiscasi nel i.* mèm))rò dcA ; tiel 

prodotto ac h dii consideri a c come un solo n.® ; 
si cangi bd in db e si avrà acdb = cadb^ eq. 
identica, perchè sopprimendo b resta<icc?= caa, 
eq. di cui si è Superiormente provata l’identità. 

5 . A5. L’ordine con cui si combinano i fat- 
tori tli un prodotto potendo esser qualunque, 
se trattasi ai moltiplicare l’uno per l’altro due 
nionomj dati come , 3ac, si scrive ^'Xbaabc, 
e pià brevemente 6 a*3c, perchè gli algebristi 
hanno convenuto di rappresentare aa per 
aaa per , ed in generale aaa...n Volte per a® . 
Se n = 1 si scrive a per a* . Un prodotto del- 
la forma a", a* equivale per consegiienza ad 
(aan...m 7)oì.^ (^aaa...m>oì.') cioè ad aaa.,, 
fz/iH-n) vo/.=rt'* + Mi n.® m nella funzione 
nicesi esponente, la stessa funzione a** èia po- 
tenza m.®*'®» dì a } potenza che prende il nome 
di (fiiadrato sem= 2 , di Cuiosem— 3. ( 1 ) 
Essendo due n.* si ha 

Dunque ‘per moltiplicare due moncxnj si ef- 
fettua la moltiplicazione dei cùejficienti, ogni 
lettera comune ad entranthi si scrive Con. la 
somma deeli esponenti, e le lettere diverse sì 
scrivono m seguito. In questa guisa l’opera- 
zione si effettua ne’ coefficienti , ed il resto è Un 
laconico simbolo di una moltiplicazione da farsi. 
Per es.® b* c“ X ga* b^ c* d=Z5a^ b^ d. 

( 1 ) tl nome di potetia derira liiffai rece grMm ^ ti 

riecontni netl’ Opeea di DioftuOó |t«mdltà He«i>ndfiAo, «he 
reno 1* inno 3(5 dell' £. V. 



55 

f. 4^‘ I semplici casi relativi alla mol»- 
ttplic&zione de’ polinonij Sono espressi per 
(o-l-fi?) ; («“<&) {c^d). Qtipti però sono due 
casi norma/i per qualsive^ia moltiplicatone. 

Il prodotto (rt+A) (c4-rf) si ottiene ooiì 
•prendere c volte il n.® a^ò 

, . a^ò \ cioè (a-^b) c=ac-\-òc^ poi // volte 
c-\-d ( lo stesso n,® a-{~b, ossia cif 

. ac-\-òc( ^od-\~6d: la somma de’ due risul- 
tainenti , cioè ac bc ad -\-bd 
è il prodotto richiesto. 

* 'Per farci strada alla riceitra di (a—b') 
proponiaiiioci di assegnare il prodotto a\c—d). 

Il prodotto di a per c, ossia ao, equivale 
ad a presa c volte, mentre il risultato richiesto 
dev’essere = ad «.presa c—d volte: bisogna 
dunque prendere a un II.® d di volte cioè ad 
e togliere questo prodotto da «c; dunque 
a(c—d)=ac—ad e però si ha -f-«x — d=~ad. 
Passando a moltinlicare «— ^ per c—d^ pon- 
gasi «—^=«^, deducasi « “(c— rf) = «^c — a^d^ 
restituito il valore di si avrà 

(a — i)(c — — b^dzziac—bc — — bd'y 
cioè { ^3 ) — ad-*-bd. 

Dunque 

\ 

Qualunque n.* di termini positivi si abbia 
in vece di 4e,c; qualunque n.* di termini ne- 
gativi in vece di l^perattioiie è la stessa. 

di « rHferióe dunque 

alla moltiplicazione di due polinomj i cui 
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termini ‘ siéno tutti positivi : spetta alla nioltipli- 
cazione di due poliiiomj i cui termini sieno in 
parte negativi, l’es.® di (a— A)(c— «/). 

Combinando le nozioni prec. si può stabilire: 
Che il prodotto di due poliruMni P, P^, si (C’- 
tiene moltiplicando tutti i terHiiui di P per cia- 
scun termine di P^ a tenore della regola per 
li monomi, con V avvertenza di dare il segno 
— ad ogni prodotto parziale i cui fattori sieno 
affetti da segno diverso , il Segno se il se^ 
gno de’ preaetti fattori è lo stesso. 

Ogni monomio ed il i.“ termine d’ogni po- 
linomio si riguardano come positivi quando 
non sono premuti da verun segno* 

Els.® 

jr-j-a 
-f- ajc 

Es.® 2 .* X* -j- 2 ajr+a* 
x-f-a 

x’ -l- 2 ax* -|-fl*x-j-a* 

-frflx® -f- 2 «*x 

X* -p5a*x-+-a* 



Es.® 3.® 5:f-\-^ae (moltipl.^®^ 
2 x — 2 ax* (moltipl.'®) 



ossia — 6ax’ 8a*c)x* “h 8acx 
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§. 47* Terirtiniamo l’attuale artic. con le seg; 
Osservaz. i.* Siccoifie 

a-ò 
a* a ò 






il prodotto della somma di due n.‘ nella toro 
differenza è alla differenza de' quadrati de^ 



"r 

n* stessi. 



' Osserv. 2.“ I termini simili del prodotto, 
quelli cioè in cui si verifica t identità delle 
lettere e degli esponenti, sempre si debbono 
ridurre ad Uno, sommando i positivi e sot- 
traendo i negativL 

Così qa* b^'2a* b — 

Osserv. 3.“ Sovente la moltiplicazione si a§^ 
vola risolvendo il moltiplicando ed il moltij^- 
calore ne’ respettivi loro fattori. 

Così^/wjc— aa/w)f 1 5/»* x-j-5fl[m*)si cangia in 
3/n (3 X —a) X 5 /n* (3x = 1 5/n * (9 x* — o • ). 

Osserv. 4** Talvolta, pe’ diversi usi del calco- 
lo giova risolvere il pi^otto ne’ suoi fattori. 
Avendosi per es.® il prodotto 

5a*b — 5ab*-j^ac — bc (=/*) 
si vede che i due primi termini equivalgono a 
5àb(a—b), gli ultimi a c(a-b') e peròP= 
(5a3^c)(n — b). 



DIVISIOKE. 

§. 48. Anche la divisione si effettua per rap-f 
porto ai coefficienti, si accenna relativamente 

alle lettere. Cosi ^b*d:5a‘è s= 

a% 
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Evvi però questa difFerensia , che quando il 
dividendo e il divisore sono atìèlti da una stessa 
qnantith letterale , si rende più semplice l’opera- 
zione sopprimendo il fattore comune (5). Per es.® 

1 2 a^ c : 4^^ bd è = \ 2 b. abc = 3«óc ^ 

4 b d d 

• 1 * 1 2 * C 

Ciò equivale a scrivere . — a^~'b '~^ — 1 - 

4 d 

In generale si scrive a“ b: c = 2' «**•“* i . 

In fatti ,sem>«ed=/*-f-^siha 
< 2 “ aaa . . . n voi. X aaa • voi. =cr = 0 ’"““, 

a" aaa ...» voi. 



. Il simbolo a”*~" [^=~ J cangia in o® quando 
nz:zm\ ma in questo 4caso è -s 



= 1 s 



Dunque a® = 1 . 

•Resta dà indagarsi qual sia il significato ^ 
«”*“■ quando n> m. 

Posto n = m-4~p, si ha 

o" a"* 



or 



a” 



p, ap/ a?, 

Dunque ossia arf' è = . Per conse- 



guenza, in vece di ^ può adottarsi il sin&bo- 

a* 

lo compendioso purché si convenga esse- 
re a® = 1 ed arfi — * • 

a^> 



aP' 
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9e ^ si CQotiene q Volte in a si scrive ~ 

-=7*3 = 7;ì = -‘7, Ì = -9^ ’ s 
Queste,è una necessaria conseguenza di due 
verità gic^ stabilite ; cioè i .® che il prodotto del 
quoziente pel divisore coincide col div idendo ( 1 5): 
tì." die il prodotto di due quantità dotate del 
medesimo segno è positivo , negativo quello di 
due quantità di segno diverso ^4^) • 

§. 49- La divisione di un polinomio per un 
altro non soggiace ad alcuna teoretica diilì« 
coltà , ma per acquistare un’ adequata e sem- 

S lice idea del metodo con cui si eseguisce, fa 
'uopo rintracciare i primi principj da cui 
dipende. 

Sia proposto a dividersi 

{D)...2o — 25/2* M — 4^* 

per(d)... 2 À’ -f* —5ai*. 

Scelto il termine del dividendo in cui una let- 
tera Componente il medesimo, è affetta dal 
massimo esponente, per es.® 4®* » veggio ch'esso 
dee provenire dalla reciproca moltimicazione di 
due lermini , uno del divisore , l’ altro del quo- 
ziente, ne’ quali la potenza di a sia respetti- 
Vamente massima: dà ciò ne inferisco che un 
termine del quoziente dev*csvsere \ 
die in conseguenza , chiamando 2 a* -f- ^ *1 
zicnte totale , Si ha W* 22 = i ^d) , , 

«oi «sa(iO 

Si tratta dunque dj trovare il i .® termine di #, 
cioè quello in cui a è affetta dal massimo espo< 
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i^nte, dividendo (D,) per lo che si 

procede come sopra . Si evita l’ incomodo di 
scegliere i termini affetti dalla più alta poten- 
za di qualora si dispongano i termini del 
dividendo e del divisore secondo l’ordine delle 
potenze di a , cominciando dalla massima, come 
si vede nell’ es.® se^. I termini a tfet ti dalla stes- 
sa potenza a"* riduconsi ad uno , prefiggendo 
ad a" un coefficiente = alla somma de’ mol- 
tiplicatori di a"* . Così per 2 a" 6 -I- 3a"* 3“ c— a"* c’ 
si scrive (23 + 33* c — c’ ) a" . 

2 a* + 5a3* —2 3* Quoz. 

a«J — 5o3* + ai’ ' 

I.® Prod. — 4** + ioa4A* — 4"V 

I M Resid. — ’4a*A* + aCM&* — 4^* 

a.® Prod. — iOrt*A* + a5«*A* — ioaA* 

a.* Rcsid. *— 4^>A'+ looi’— 4^* 

3.® Prod. — i<xiy + 4^' 

3 ® Resid. o o o 

Apparisce da quest’ es.® che dopo aver divi- 
so 4 per 2 a* SI è moltiplicato il divisore pel 
qi^ziente parziale 2 a* , e si è tolto il prodot- 
.to dal dividendo. Ottenuto il i.** residuo si é 
diviso il 1 suo termine ioa^3*jpel solito i.* 
termine 2 a* del divisore. La differenza fra il 
1 .® residuo ed il prodotto del divisore pel 2 .® 
quoziente parziale costituisce il 2 .® residuo , il 
cui 1 .® termine — diviso per 2 a* dà— 23* , 
che è l’ ultimo termine del quoziente perchè si 
trova (d) X — 2 3* , ossia il 3.® prodótto , = 2 .® 
Resid. 
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Quando si trova un residuo R dove ii mas^ 
simo esponente di a sia minore del massimo 
in (ft) l’operazione cessa , e si tx)mpie la divi- 
sione aggiungendo -5- al quoziente trovato. 

. ,(o) 

Si verificili . ..-Haf+i 

a— 1 

—f .mr-t 

CAPITOLO III. 

Calcolo delle frazioni letterali 

§. 5o. P er sommare due frazioni e per sot- 
trarne una dall’ altra si riducono al mólesimo 
denominatore , indi si opera su i numenitorl 
Per es.“ 

^ Ì> ® ^ ad-^ò c 
b d b d 

j I cd — ab a(b—d)-hcd—ab ed— a d 

b — d b — d ! b — d ’ ■ 

Quando le iìrazioEÙ da sommar» sono parec- 
chie giova rendere meno incomoda la ridu- 
zione al medesimo denominatore, limitandosi 
a moltiplicare ambedue i termini di ciascuna 
dazione pel prodotto di. que’ fattori che non 
hanno parte nel suo denominatore. Cosi 

a c- . d 
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si trasformapo in 

ngh bcfh h* dg^ 
ò*fgh' b*fgh' 

e la sonuna richiesta è agh+bcfh+b* dg 
Mediante Iq stesso artifizio si trova 



•/. + V* 4 . V» 4 V» 4 '/» 4 •/.. 4 ■/« + ’As • 



== I 4 “'/•««. 

H metodo ordinario avrebbe dato 



2 o 555 1 20 



199684^^ * 



I fattori per ps.® pe’ quali fa d’ uopo molth 
plicare ambedue \ termini della 1.'' fra^ion^ 
V‘ sono 2, 2, 2, 3 , 3 , 7, 1 1 . 



Moltipbcaz. 

Divis."* 




Fatto 3=1 si ha il prodotto ed il quoziente 
di un intiero per un rotto. 

Due frazioni il cui prodotto è = 1 diconsi 

iKciproche. Tali sono t . 

§. 5i. Le frazioni i cui. termini sieno com-, 
phcati, siccome nè facilmente si concepiscono 
nè si calcolano comodamente , debbonsi rìd^r^ 
re all’espressione la più semplice con divijdpr-' 
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De l’uno e l'altro temùno pel massimo divi- 
sore di entrambi. 

Sia i la frazione , k il divisor massimo 
di a e di 

Se òca deducasi ^ = 7 -{-■j e ^quindi 
a — qh — r. Siccome il i.“ membro dell’eq. 
\-i-q intiero , tale dev’ essere il 2.® al- 

trimenti un intiero sarebbe uguale ad un rot- 
to, il che contraddice. Si giungerebbe alla stes- 
sa conseguenza se fosse b > a perchè l’eq. 
q, +7 darebbe b — q^a^r . 



Si tratti la come la frazione 7 nell’ ipot. di 

h> a ^ cioè si deduca \ = ^^-|-;J'ossià3-^ r=r^ 
e si vedrà' che non possono essere 3, r divisi- 
bili per k senjache sia-j (== -j ) unn.® 
Vizierò . Avvertasi che operando nella stessa gui- 
sa sopra una qualunque delle trasdotti, oonsecu* 



tive 




s i ottiene 



-h *<w+0 doè 

\ni) '■(/T.) I 

*’(/»— 0 *^(»*) > > 

eq. il cui 1.* membro è divisibile per A iafòr*- 
za dell'eq. antecedente 

— 3) ^ » 

e si concluderà che cia.scuno de* residui 
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dui risultanti dalle respettive divisioni e?pres^ 

b r r, r„ r, ^ 

per C^-O, 

' • / ' // r m — I— ■ ■ 



è divisibile per A . 

Ciò posto si consideri la serie dell’eq.» ausi-* 
liari consecutive 



^ A =r. A— ^r, rssr, , , r,— 7 ,,, r„=r,„ .... 1 

! dCS 

A motivo che o^ni residuo è minore del di^ 
visore (io) i n.» 

( ) fe) 

sono intieri decrescenti; e perchè niun qi^on 
ziente si suppone si^periore al vero , sono am 
che tutti positivi. Ma un seguito di n.‘ intieri, 
positivi Jt decrescenti ha necessariamente un 
limite. Dunque si dee giungere ad un ultimo re- 
siduo r(ii) . ai può adesso dimostrare che 1 ’ ul-. 
timo residuo de’ n.* (ff) esattamente divide 
tutti gli antecedenti , e c^ h~k. 

Il residuo '(n), siccome l’ultimo, è un divi-r 
soré di ; dunque anche di '"oi-*; in forza 
della penultima eq. (f), anche di V«-s) *n forza 
dell’ antepenultima, e così inseg. sino ad r , 
n.‘ la cui divisibilità per k porta seco, m /orza 
delle due prime eq.‘ ( f ) la divisibilità di ^ e di 
a per k. Dunque ec. Ma k > non divide 
e però non tutti i n.* (g) ; k < non è il 
massimo divisore di a. Dunque h — , e 

81 può stabilire la seg. 
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Reg.*“ Si divida il tèrtnìne maggióre pel ra/~ 
none, questi pel residuo, il i.® residuo pel 2.® ,> 
ec. ed il primo divisore esatto è il massimo di 
cui si tratta. Quando la frazione è irredutti- 
bile l’ultimo divisore è =», 

Osserv. I. Si riguarda come maggiore quello 
de’ due termini della frazione ove una lettera 
comune ad entrambi ha il maggior esponente. 

Osserv. II. Si fa dividendo ilresiduo quando 
l’anzidetta lettera è affetta' dal medesimo espo- 
nente in un residuo e nell’antec. divisore. ^ 
Osserv. III. Essendo m, m^ , n.* primi fra loros 
se una delle frazioni su cui deesi operare sià 

^ si moltiplica il numeratore per m , 
m^xP-*ec o 

n.® che non facendo parte di tutti i termini 
del numeratore perchè non divide w, non può 
apjMrtenere a A* . 

Osserv; l'V. Si sopprime qualsivoglia quan- 
tità che sia comune a tutti i termini del nu- 
meratore , non a quelli del denominatore e vice» 
versa. Ciò serve a sbarazzare la frazione dai 
fattori estranei al massimo divisore h. 

Osserv. V. Per ordinare i termini secondo le 
potenze di. una stessa lettera a si fa sempre 
la riduzione di quelli che trovansi affetti dalla 
stessa potenza* dì a , Ciò dijiende dai principj 
su cui è fondata la divisione algd>rica. 

Osserv. "VI. Se tutti i termini del numera- 
tore e del denominatore, che suppongo ordi- 
nati per le potenze della stessa lettera, sieno 
affetti da un fattore comune M, questi si 
sopprima e procedasi alla ricerca del massimo 
Tom, I. e 
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comune divisore h della nuova frazione : ' il pro- 
dotto Mh è il divisore cercato, divisore clw si 
riduce ad Af se si trova A= i. 

Ciò succede per es.® nella frazione 

{b* — c* ) + (A* — bc* ) a* c* — A* c* 

— c) a* 4- (ò* — bc) a + b^ — A*c 

i cui termini spno divisibili per ò— c, e non 
lasciano luogo ad alcun divisore dipendente 
da laddove per rapporto alla frazione 

‘ 54rt*A — 24 ^^ 

J^5a^b-\-5a*b‘ — gab^ + 6b^ 

si trova Af=5b ed ?i=5a + 2 b: 
quindi A=3A(3fl-l-3ò). ' 

Es.® 1 .® Sia la frazione —6a* b~\- 2ab* — 23* 

/^a* — 5a3H-3* 

In vece di sopprimere ’ il fattore 2 comune 
a tutti i termini del numeratore,- il che ci 
obbligherebbe a moltiplicare il numeratore stes^ 
so per 4 onde poter tare la divisione , si mol- 
tipUchi per 2 , cifra non comune ai termini del 
denominatore. Il 1 .® quoziente è 3a, il residuo 

3a* b ~\-ab* — ^b^ . 

Soppressa la lettera b si (livida 

3 (4fl* — haò -\-b* ) per 3a*-|-«3 — 4 ^* . 

Si ha 4 per quoziente e — • iqaAq. 1 ^^* per 
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rèsiduo. Sopprimasi il fattore 19 ^, si faccia la 
divisione di 

+ — 4^* per — a -+-3, 

e siccome ne proviene il quo^ente esatto 
— ( 3 a+ 43 ) si ha A = — «+3, e la proposta 
divisa per — a~\- h si riduce a 

, 23* H~ 6 a* 

b 

R.i.-' g.» Av.ii.1nM -i 8 o‘ i+ ■ iah' -fó » 

fa* —23 a 3 -|- 6 3* 

si moltiplica il dividendo per 7 , si ha 5 a per 
quoziente, e per residuo 

— n a * 3“|- 47 

che si riguarda cóme dividendo (Osserv. 2 .* ) 
Soppresso 3 sù moltiplica per 7 e si divide 

—77 a* -)-329a3 — 294 3* per fa* — 23a3-|-63* , 

Compiuta l’ operazione trovasi /r=fl— 33, 

Es.® 3.® La frazione proposta essendo il 
metodo generale dà- 

1 =«v^s=4 + i ) 

f, =“*> = 5 (=?„). 

Dunque 4 =r^= i3. 
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§. 52 . Quando si trova k = i ovvéro = ad” 
un piccol n.® sovente giova cercare una fra- 
zione più semplice il cui valore non sia egua- 
le ma prossimo a quello della frazione proposta. 

Indicando generalmente per x la frazione 
onde si tratta. Suppongasi x = . Siccome 

■■•Vi», = I + "‘/OB, ; = 1 : = i : (4 + **/««)? 



=i: "«As = J 



V»=i: 9/. = i:(i-}- VOi 4/1= i:‘A=i:(i + VO 

basta fare le sostituzioni successive per otte- 
nere 



r«o^ 






=‘+T+. 



'aiS 



= »+'/4 + 



»3 



9 4-j_ 
a -f-5 

9 






Quest’ espressioni diconsi frazioni continue. Il 
primo che le indicò ai geometri fu l’Inglese 
Brounker, il quale in una lettera a Gìo. kVallis 
assegnò il rapporto del circolo al quadrato 
del diametro sotto la speciosa forma 



I n-i ,.,-|-V4 = V4. > +’/4 + ./, = ,+ 9/„ = 4*A,, ec. 



sono altrettante espressioni più semplici ed 
approssimate della . frazione proposta e perciò 
diconsi frazioni convergenti: la prima V« è mi- 
nore della suddetta frazione, la seconda ‘A n’ è 
maggiore, e così alternativamente. 



V 
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Infatti si ha i < l + V4 _j_ ./, 

- ed. 

e perchè % > 'A + •/, ec. ; ’(♦ + •/» < + ’A + 

si ha I + ’A > 1 4- 'A 



1 +’h+.L < I+-A + 



y» _|_ y, ec. ec. ec. 



Questa osservazione è ^nerale, cioè indipen* 
dente dalla grandezza de’ successivi denomi^ 
natori e dal num.“ de’ termini consecutivi: Pur- 
ché il 1.® termine sia intiero, un n.® dispari 
di termini forma una frazione convergente 
manchevole; un n.® pari la dà eccedente. Suc- 
cede il contrario se il 1.® termine della fra- 
zione continua è un rotto. 

5. 53 . Per ottenere la frazione continua sotto 
forma algebrica dicasi a il n.® intiero prossi- 
mamente minore di una qualunoue data fra- 
zione x: Siccome la differenza ira-x ed a è 
< 1 può supporsi x = a essendo x^ > 1 . 

Trovato il n.® intiero a, prossimamente < x^ 

pongasi x^= a, -f-— , e così 

*// 

X , e si avrà 

(»-o, *-» f») 

*=‘» + 7,+j. 



funzione che più compendiosamente si rappre- 
sento per a: = a (a , ,•••<?„)• 
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Le quantità , x,, » ec. diconsi quozienr 
ti completi e sono tutte positive se < x , 
ec. come si è supposto; negative se 
si prende a„ > f,, » èc. Quando H 

n.® intiero prossimo maggiore è più vicino al 
vero giova preferirlo al prossimo minore, per 
avere uno sviluppamento più semplice e più 
rapido: i Geometri per altro hanno convenuto 
di rinunziare a questo vantaggio, perchè si 
trova incompatibile con la caratteristica pre- 
rogativa delle frazioni convergenti (§. prec.) • 

■ Giova' qui osservare i.® Che qualora uno 
de* quozienti a,, ec. sia = i il quoziente 
che lo precede non è il n.® intiero più vicinò 
al vero. Se per es.® a = i si ha > 

< 2; ^ X — > V. è però 

a non è l’intiero più vicino al vero. 

2 .® Che quantunque lo sviluppamento della 
frazione sia iniinitó si ha esattamente 



jc=a4-_L 

a,ec. , 

f») 



perchè j:* è 
W 



a 

« 



(i»+. 



§. 5a. Affinchè si valuti sin d’ora l’impor- 
tanza delle regole stabilite ne’ §§, prec. noi pas- 
siamo ad osservare i .® che per mezzo di esse 
si risolve qualunque più complicata eq. di i .° 
grado ad una sola incognita : 2 .® che si deter- 
mina il valore delle incognite x , ^ , spettanti 
ad un sistema di eq.‘ come 



(ax-;\-òjr = c, a^x =c^ ) (h) 
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3.® Che SI risolve completamente in n/ intieri 
ogni eq. della forma ax-^-by =c ... (i) 

La I .* proposizione si rende manifesta qua- 
lora si rifletta che 1’ incognita non può es- 
sere modificata da quantità cobite che me- 
diante le quattro operazioni dd calcolo , che 
in conseguenza bastano le operazioni contrarie 
per isolarla . 

Avendosi per es.® V eq. 

{^a — b ) (x b= X ab 
b — c a-\-b 

si tolgono le frazioni con moltiplicare tutti i 
termini per (^b — c} (a + ò),u che dà 

Effettuate le operazioni questa si riduce ad 
o» jr— 4* x-^a* c— 4* c— a 4* ® “ 

a4x-|-4*x— flcj: — 4cx-f-n4*— -o4c. 

Si traspongano nel i.* membro i termini che 
sono affetti da x nel 2 .® , ed in questo i ter- 
mini cogniti del i.® , onde si abbia 

d« X — a4»x — a4x+acx + 4cx=:afl4» — aa4c+4’ — a* c 
cioè (a* — a 4» — a4-{-acq-4c)x = aa4* — a aic-^6^ — a» c, 

e dividendo 1’ uno e T altro membro pel quin- 
tinomio che moltiplica x, si otterrà 

2ab (b—c) +P —a* c 

^ a* — 2b^ —ab->rac-k-bc 

A 
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Probi, i.** Una trota è stata jpà^ta *j soldi la 
libbra, e. questo prezzo corrisponde a tanti soldi 
e tanti denari la libbra quante libbre pesa. 

Si cerca il peso . Soluz. Si ha 

X*- -U — = 7 : quindi x = S***» H — 

12 ^ i3 

Probi. 2 .® Alcuni amici Contribuiscono scu- 
di 6 , ciascuno , per Un festitìo , e promettono 
al padrone della casa la metà della tassa di 
scudi 6 , che vuoisi esigere da’ socj sopravve- 
nienti. Si sa che il n.° de’ socj è cresciuto di 'A “h3, 
che ciascuno de’ primi ha speso 5.*®- e si cerca 
il n.° di questi. Soluz. 

6 — 3 ( ‘A X + 3 = 5 * 

e però * = 36 . 

§. 55. Passando a considerare il sistema dell’ 
eq.* (h) , giova ragionare nella maniera se- 
guente : Se si conoscesse il valore numerico 
dell’incognita^ si trasporrebbero i termini 
onde avere ^ 



a x—c —by, a,x—c, — b,y 

e queste, siccome della forma asf— A , = A^, 

darebbero respettivamente 



a ' a ^ a/ a. 



valori che dovrebbero esvsere identici , perchè 
ricavati da due eq.* spettanti per ipot. aduno 
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stesso pfobl. (Juaìmique per tanto sia il va- 
lore à’ f necessariamente si ha 

±ZÈJ/ = fiCM.,.. (k) 

a Oj 

eq. di 1.® grado ad una sola incognita da cui 
si ritrae 



afi-abx^àc^-ubj^oss\à{abj-afi)y=ac^-afi, . 

^ • ì f b{jac-ac)\ cb.-cfi 

Dunque x= ^—7^ ;•••<*■ 

a\ ab— ab) ab—ap 



Si sarebbe avuta la stessa formola per x so- 
stituendo l’espressione d’j in una dell’eq.* cóm- 
ponenti il sistema (h). L’ operazione per cui 
si è ottenuta l’eq. (k) libera dalla x dicesì 
eliminazione. . 

Probi. 1 .® Tizio lascia ai nepoti 1 20 000 scu- 
di con la condizione che' i maschi ne abbiano 
12000, le femmine 9000. "Così resta esaurita 
l’eredità: Avanzerebbero scudi 9000 nel caso 
che se ne dessero 12000 alle femmine e 9000 
ai maschi. Quanti sono i nepoti dell’uno e 
dell’altro sesso? Soluz. Sia x il n.® de’ maschi,^ 
quello delle femmine. Per ipot. dev’ essere 1 2000. 
preso X volte più 9000 preso y volte , cioè. 

12000 X -h 9000 = 120000 . 



Ma prendendo 1 2000 y volte e 9000 x volte, cioè 
qooox -f- 12000^ si ha un n.“. di scudi 
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*=110000 — • 9000 : dunque il probi, ammette 
quest’ altra eq. 

9000 X - 4 - 1 2000 ^=111 000 : 

Per agevolare la determinaziotie d’ x e d’^ di- 
vidasi l’una e l’altra eq. per 1000 onde avere 



i2x-j- 9j'=i2o, qar-f- 12 ^= 1 1 1: 

la formola (m) dà * = — ^ — L 112^.9 

12X12— 9X9 

e dividendo tutti i termini 
40X 4 “■ 1 1 1 
16-9 




Dalla 1.“^ = 



__ 1 20 — 1 2 a? 1 20 — 84 __ 36 



12 



j=4. 



' Probi. 2.® Si hanno due scatole A, B ed in 
ciascuna un certo n.® di monete. Passandone 
una da A in B il n.® è pari in entrambe , ma 
se da B se iie' passano due in A questa ne ha 
il doppio di quelle che restano in B . Quante sono 
le monete in A , quante in B? Soluz. x = 1 o, r =8. 

Probi. 3 .® Una società di uomini e di donne, 
3 o fra tutti, ha fatta una veglia di ballo che 
ha costato i 47 lire. Ciascun uomo ha speso 
lire 6 V. , lire 2 •/. ciascuna donna. Si cerca il 
n.® degli uni e delle altre. Soluz. x =38 , r = 12. 

5. 56 . Qualsivoglia probi, che dipenda dall’ 
eq. a X i, b y =: c è indeterminato , perchè a 
qualunque valore d’ jy corrisponde un va- 
lore d’ * espresso per ^ 
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I probi, di tal natura non presentano nè 
difficoltà nè importanza. Essi mvengono pre- 
gevoli .e non difficili quando il valore d’x,y 
vuoisi intiero e positivo : allora diconsi semi~ 
--determinati . 

Essendo a<.b deducasi x Si de- 



a 



durrebbe y — se fosse a>b. Fatta la 
b 

divisi one per a sia il residuo ,* ponga- 

. cxby 

il ^ t 



e se ne ricavi y = 



: si fao 



si . . ^ 

a b^ 

eia la divisione per b^ e si ponga' il resi- 



duo — 



vat 



= t^ per trame t — 






c.,Xb t. 



e si 



prosegua finché giungasi ad un’ eq, 

— C(a ■+. »p^t(a + 0 * 

Dopo di ciò non resta che -retrocedere da f(„y 
sino ad ed X , onde avere le •*, y, espresse 
f(n+.t)7 <'*ioè le formole che danno tutte le 
soluzioni del probi. 

Probi. 1 Un negoziante vuol saldare un de- 
bito di lire 1200 con tante braccia di panno 
di due qualità , una da* 5 T altra da 7 lire , e 
cerca se può farlo ed in quante maniere . 
Solrfz."* Sia X ,y il reattivo n.“ delle brac- 
cia . L’ eq. del probi, è o x -f- 7 = 1 200 . 

Qumdi X = 240 -j- ^ , 

però j = 2/ -t- ^ , e perchè •/• / = r dà < = 2i , 

risulta j = 5 , X = 240 — 7 ; 
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Pongasi /^ = o , 1 , 2 , . . . 34 c si avranno le 55 
finzioni possibili (i). 

Probi. 2® Una Società eli cavalieri e dame ha 
fatto una cena il cui prezzo è stato di 1000 
lire ; ogni cavaliere ha speso 1 9 lire , ogni 
dama Tire i 3 . Quanti erano i commensali 
deir uno , quanti quelli dell’altro sesso? Soluz. 
Dall’ eq. del probi, igx \ 'hy — 1 000 si ritrae 



1000—19 X 



76 — ^ + 



12 — 6 



D’fpot.'ll_^=« dkx = 



12 — 13 < 
6 





e facendo •£-=<, risulta t — 

6 ' 

:t = 2— l 5 r,, j [=76 — (2-l3/,)+6/,]=74+l9f ; 



I valori che possono darsi a / sono 0,— 1,— 2,— 3 : 
quindi le 4 soluzioni; 

x=i5/ x— 18, ^'■= 36 ; x— Ji, j=i7 . 

Probi. 3 .* Contando a 3 per 3 un n.® di mo- 
nete , che si sa essere < 3oo , non si trova re- 
siduo : ne resta una se si cantano a 7 per 7, 6 
se a IO per 10. Quante sono? Soluz."* Chia-^ 
mando x il n.° cercato è chiaro che si ha 



1 1 t ) - .r C ® ) .» 



1*00— 5 a 



(i) Se ad ùnitazioDC di ua moderno autore areuimo dedotto / = 
sarebbero state Decessale tre cq. ausiliari. 
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cioè iq jr+i56 = 2ioy,edj: = i ij— 8-|- ì 
p , 19 

L’ipot. ZnA=t dà V = 1 9 ^ +4 , = 2 1 o H 36. 

Ma 210 f+36 <3ooeperòi ( <2 )=;i: 

‘ *10 

dunque x ?= 246. 

Probi. 4.“ Si sono spese 40 lire nella compra 
di 20 uccelli , pernici , anatre ed oche , e si 
$a die ciascuna ha costato respettivamente 
1,4,6 lire . Si dimanda il n.“ degli uccelli di 
ciascuna specie. Soluz."* L’ eq.* del probi, sono 

X-\-jr-\-z~12.0^ x-^ Z = /\0. 

Quindi 3j+5z = 20 , y =H^i_^=6— 

Sia En?£=« è però z = - — ^=1 — *u — 'hii , 
3 ^ a 

e fatto M=2/ siavrk z=ii — 3/ ,/=^5 ■♦‘O • 



Non resta che supporre t = o per avere 
^ ^ 5,jz = 1 , j: = i4* 

L’enunciazione e la soluzione del prec. probi, 
sono l’ una è l’ altra comOTese in un antico 
raigrammÀ Importato da Fitèo (Lib. 4)cd è 
il seg. . • 



Ut tot emanturaves bis denis utere nwnmis , (i) 
Perdix , anser , anas , empia vocetur avis . 

Sii simplex oòohis pretium perdicis , ematur 
Sex obolis anser ^ bisque duobus anas . 

(i) fl nummo Tale due oboli. 
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Ut tua procedat in lucem quotsiio , nientem 
Con sul e : sic loquitur pectoris arca milii . 

Sint anates tres atque duce , simplex erit anser, 
Accipe perdices quatuor atque decem . 

ProbL 5 .® Si vogliono pagare paoli 4^5 con 
monete da 5 e da io paoli. In quante maniere 
può ciò farsi. Risp. in Ao. 

Probi. 6 .® La somma aa pàgarsi è di lire i og, 
le monete che si hanno sono di 5 e di 24 lire. 
Risp. Il pagamento può farsi in una sola ma- 
niera , dando 1 7 monete da lire 5 ed una da 24. 

Probi. 7.® Un mercante cambiò brillanti, in 
perle ed ebbe inoltre lire 16; ogni brillante 
costa 1872.**, ogni perla lire 253 . Si cerca il 
II.® delle perle e quello de’ brillanti . Risp. 

N.* delle perle N." de’ brill. 

' X— i 872< — 5g2; ^=253/ — 80/ 

e le soluizìoni sono infinite. 

L’ indole talvolta , non l’ insufficiente n.® del- 
le condabni, rende indeterminato il probi. 
Tal è per es.® la questione 4 ^«* <li Viofanto. 
( Arithmeticorum Lib. IV. ) 

Probi. 8.® Trovare tre n.* 

X, yy z, ( dove ) tali che sia 

(ii\ ( X* —y* :y — z :: m: n ) , e ciascuna. 
(Ielle somme x + jryX+ z yjr + z y sia un qua- 
drato . 

Indicando un quadrato qualuntiue con là 
lettera q pongasi x+y — \^q. Risulta x > 87 
ed x+^ > 87. Sia X 4- X = g7, e supponendo 
provvisoriamente x == 87 + 2 , si avrà ^ = 87 — 2 , 
z—q — 2, Ma X* --j'*= 647 » J'’“- 8 = 77 > © 
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fatto /n=3 , n= 1 la proporzione (a) si ridu- 
ce a 647 =21(7. Bisogna dunque correggere 
le ipot..a: =87 + 2 , =87—2. 

Siccome 647=27x32 è necessario trovare un 
n.® ohe moltiplicato per 32 dia 2 1 . Tale è , e 
facendo x= 87 =87 — "^.siha2=7— 
e le tre prime condizioni sono soddisfatte. Re- 
sta da scJddisfarsi alla 4*‘^“H'^=7* 

I valori prec. danno j -4-2 = 9 7 — *Vj« ed il 2.° 
membro di questa eq. può supporsi , 

^ ( .37 - 6 )» = (37, - 7 )* = ec. dove 7 = V 7. 
Fatta la i.*ipot. risulta. 



36 1 — 7^ ) = — 1 —q, =— “/m , 7y = *»Vs7s ; 

q {^=iq^)=i — “/h = —z ; quindi 



Si trovano altre soluzioni assumendo per i.‘ 
ipot. a: -}- = 9 7, X -\~jr = 26 7 , ec. ec. 

L’addotta soluzione offre un saggio dell* ana- 
lisi numerica de’ Greci, analisi die in molti 
casi supplisce all’ insufficienza dell' analisi al- 

f ebrica , e di cui Dioffanto , onore dell’ Acca- ' 
ernia Alessandrina , ci ha lasciato un grandis- 
simo numero di eleganti applicazioni. 

Talvolta si ottiene l’ intento con un’areoncia 
^sformazione : 

■ Probi. 9.® Trovare due n.* razionali > tali 
che sia x*-{~y =7, -Hjc“=7, . 

Soluz.“ Facendo 7=(/-v*?)* ^ 7/ = (ur-/ )* 
ottiene y=:t* — 2tx , x=u* — 2 uy: 



Quindi y = 



_i(2«*~ «) tt) 



4 1 n — I 



4m*-— t- 
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Dove per / ed « può sostituirsi qualunque 
n.® razionale . 

Per dare un’idea dell’analisi meno che se-> 
mideterminata , la quale si occupa de’ probi. 
il n.® delle cui condizioni e^ua^Iia quello delle' 
incognite diminuito di 2 , sia 

Probi. 9.® Una società di 100 persone, uo-' 
mini, donne, ragazzi e ragazze, hanno fatta 
una cena che ha costato cento lire. Gli uornH 
ni lianno speso tre lire per ciascheduno , le 
donne una^ra, i ragazzi le ragazze •/, di 
lira . Quanti erano gli uomini , le donne , i 
ragazzi e le ragazze? Soluz.®* L’eq.* del probi, 
sono 



^H-«+«=ioo, ...(a)' 

La 2.* equivale a42o:'-}-i4j^-^7^-)-au=i 400 
ed eliminandone u mediante la \ .• eq. diviene 
4 h -^“1“ 1 aj' 4 - 5 .2 = 1 200 . . . (b) 

Pongasi 1 200 — 1 2jr =i: f e si consideri l’ eq. 

• 4ox4-5z=i, ossia - 



dove = 240 — JfjL , . . (c) 

Avvertasi che in forza dell’ eq, (a) « è muK 
tiplo di 7 ; che dall' eq. (b) risulta 

IO X 4 ^ 3 ^ s= 3 óo — cioè z multiplo 

di 4 : che l’eq. (c) dà^ multiplo di 5 , e si conclu- 
derà che dev'essere ^ = 5 , IO, i 5 , 85 , dove 

85 è il valore massimo perc|iè j* ^ 90 , g 5 ec. 



Digitized hy Cìoogle 



8i . 

combinato coi minimi respettivi valori i , 4» 7 
d’ j:, Zy Uy oltrepassa la somma assegnata, = i oo; 
che per ottenere tutte le soluzioni Inasta fare 
successivamente^^ -- 5 , io ec. = 85 , e sostituire 
per z tutti i possibili multipli di 4 , concilia- 

bili con l’eq. x= — ^ — , la quale dee ^are per x 

un valore intiero e positivo . In questa guisa si 
raccoglie 5 , z = 4 »* 2 , 2 o, 28 , 3 b. 44 »^ 2 , 6 o, 68 ; 

X 27. 26, 25, 24, 23, 22, 2 1 , 20; 

Q 

100— jc— z)==63,56,4942)35»28,2i,i 4,7 . 
Per es.®j'=iodà z = 8, 16, 24, 32 , 40, 4B, 56 , 64 ; 

J?(=,iii__f.);=26,25,24,23, 22,21,20, 19; 

M = 56 , Ag, 42, 35 , 28, 2 1 , 14, 7 . 

Le soluzioni sono 8 1 . 

Riducendo il probi, prec. ad una proposizio- 
ne generica , cioè : Dividere un n.® dato in un 
qualunque dato n.® di parti in guisa, phe molli- 

S licando ciascuna per un n.^ àalo , la somma 
e’ prodotti faccia un n.® parimente dato , ma 
compreso fra i prodotti de’ divisori massimo 
e minimp pel dividendo. , si ha quello che 
Gasparo Racket disse pulcherrimum probl.”^ 
quoa omnium arithmeiicorum ingenia mire 
torsit . 

Probi. 10.® Un viaggiatore, condotto ad os- 
servare una libreria ricca di codici antichi , 
otFre per ogni codice greco tanti zecchini quanti 
sono i conici in tale idioma ; fa la stessa of- 
fèrta per li codici arabi, ed esibisce poi per un 
rarissimo codice siriaco un n.® di zecchini eguale 
Toh, /. / 
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le al proflotto de’ n.* che respettiva mente spri- 
mono quello de’ codici greci e degli arabi. Sa- 
pendosi che la totale somma offerta consiste 
m 1 44 strati di zecchini disposti in quadrato, 
e che i codici greci , come pure gli arabi , sono 
fra 8o e loo, si cerca il n.® di questi e di 
quelli , ed il valore della somma offerta . 
Soluz.”* I codici greci sieno y gli arabi , 
z gli zecchini d’ogni strato, e l’eq. del probi. 

+ = »44^*> 

fdcendoo:=M--V.jdiverrà(24z)* -(au)* =3j^* , 
che mediante le ipotesi 

24 z= «, = ^ ,jr zsit.V 

si trasforma in ( w— ) =3r* .v* . 

Quindi «—^=3/* ,<oH-«l>=rw* ,cioè(47 Osserv.i.® ) 

«= V* ( V* + 3 /’ ) , X = V* ( V* — 3 /* ) , 

e con qualche riflessione si vede , che per sod-^ 
disfare ai limiti d’x e à’y bisogna supporre 
t= 4 6 V = 24 • Così 

ottiensi « = 3 i2, ^ = 264, m=i 32 ,j^ = 96, 
j:(=tt-V.j) = 84,z ( = ^)= i3. 
Nell’Analisi Semideterminata avrem’oc^ione 
di risolvere lo stesso probi, in altra guisa ri- 
cavandone la soluzione come un caso partico 
lare di quella dell’eq. 

* = A*s* . 

Per rapporto all’eq. ax^by =6 giova fare le 
osservazioni seg. 
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1. « Che i n.‘ a, ^,c possono supporsi intieri 
perchè dipende dall’ arbitrio del calcolatore il 
renderli tali . 

2. ® Che fi, b possono supporsi n.' primi fra 
loro. La ragione si è che se tosse a =a d, b—b ò 

dovrebb' essere a JT ±3 = "g cioè fi divisore 

anche di c , e però = c, 

La proposta equivarrebbe pertanto ad 
ax± b^y ■=‘C^^ dove , ò, sono primi fra loro 

3. ® Cne conoscendo una soluzione 

dell’ eq. ax — by=.c si hanno tutte mediante 
le formole . 

(j:= 3Ò /-i-JT, )... (i) 

dove t rappresenta un n.® intiero , anche ne- 
gativo purché sia f , e In fatti re-» 
sta generalmente soddisfatta l’e(j. 

fl( bt-\-x^^—b (,at~\-y,) =c. 

4. ® Che non essendovi limite che impedisca 
l’aumento di le soluzioni di ax —by — c 
sono infinite • 

5. ® Che la soluzione generale deU’eq.ax+3j=c 
è compresa nelle formole : 

x^x^ — bt,jr=.at — jr^. 

6. ® Che siccome dev’essere / < £» e >-21' il 

b a 

n.® delle soluzioni è sempre limitato.Non ven’è al- 
cuna quando i pred.* rapporti sono inconciliabili. 
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7 .® Che in forza delle forinole (i) i successivi 
valori d ’ x spettanti ad a x — h j — c ^ differi- 
scono di A, coefficiente dV, e quelli d’j- diffe- 
riscono di a , coefficiente d’ x , cosicché i pri- 
mi sono X/ , X, - 1 - A , , . . . . X -4- 3 / . 

i secondi jr^ a,jr\-)r2a,... -f- a t . 

Per mezzo di quest’ ultima osservazione pos- 
siamo dimostrare una proposizione interessan- 
te , ed è : 

Che qualora non si escludano i valori ne- 
gativi (l’x, r, fra le soluzioni di a x—h y ^=c 
ve n’ è sempre una in cui si ha x = ò <ti ■/• A , 
ed una in cui si ha j = ò <; ± 'A a . 

Supponendo successivamente 

x^> e<A;xp>^ e<V?^;x > */*Ae< 2 ^;x> 2 ^ 
ecV- A; ec. 

risulta infatti nel 1 .® caso x —b<i—%h \ 
nel 2.® X, — beh A ; nel 3 .® x — 23 < — 'hb ; 
nel 4 *° x^ — ‘ib eh b \ ec. Dicasi lo stesso per 
rapporto ad ^ e si concluderà ec. 

La verità precedentemente dimostrata ci 
conduce a stabilire il seg. canone imjxntan- 
tissimo : 

Conoscendo un n.® intiero b , e sapendosi 
che un intiero a è primo per rapporto ad 
esso , si possono determinare due n.* intieri x,y 
che sodisfacciano alt «?y. a x — h y = c , qua- 
lunque sia il n.® intiero c ; con la condizione 
inoltre che x non superi •/» b . ^1) 

(t) Il {. ittnale ha tntta l'apparenza di un’ eccezione alla legge preJÌMa- 
ci . di trattare di seguito le respettive teorie , ma un’ eccezione 
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CAPITOLO III. 

Combinazioni e Permutazioni , 

5. 67. Dati m clementi d, 6 ^c,d,.... de^ 
terminare in quante maniere possono insieme 
assortirsi prendendone n alla volta , con . la 
condizione che non si abbiano due aSvSorti- 
inenti composti degli elementi stessi , è un 
probi, fondamentale del calcolo algebrico, es^ 
senzialmente connesso coll'altro, che ha per 
oggetto di assegnare i cangiamenti d’ ordine 
fi-a gli elementi che appartengono agli assor- 
timenti sopra indicati* I risultamenti del 
1.® probi, cficonsi combinazioni, permutazioni 
quelli del 2.® 

Per es.® gli elementi a,b^c assortiti a due 
danno le combinazioni binarie, o di 1.® ordi- 
ne, aby €ic, bc. Le permutazioni analoghe fo- 
no ab ^ ba \ ac, ca\ bc , cb. Con la stessa ta- 
cilità si ottengono le combinazioni ternarie , o 
di 2.® ordine, ohe, abd, aed, bed, fra gli 
elementi a , b , c, d. Ciascuna di esse dà 6 
permutazioni : dalla 1 .■ per es.® si deduce abe, 
acb ; bac , bea ; cab , cha : perciò il n.® delle 
permutazioni ternarie fra 4 elementi è = 24. 

comandati da un regolamento, ch’eiige ne* primi due tomi, deitinati 
1'*.* I.* anno delle noitre lezioni , i rudimenti dell’ analiii aemideter- 
minata ; un’eccezione che ha il pregio di preparare i fondamenti di 
un canone etienziale nella teoria de’ numeri ; un'eccezione d’altronde 
opportuaistiroa per ravvivare l'attenzione de’ giovani, è per nottrer 
avvilo giustificala plausibilmente ; tanto pili eh’ ella non distrae al* 
enno degli scelti metodi generali che costituiscono l’analisi soprain- 
dicata , ma unicamente consiste in semplici attifizj , forse non del 
tutto inetti a servirle di preliminare. 
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Qualunque sia fl n.® intiero m le permuta- 
kioni binarie si formano collocando alla de- 
stra di a ciascuno de^li altri m— i elementi 
^ , c , ec. alla destra tti b ciascuno de^li altri 
m — 1 elementi a,c,ec. e così fino all’elemento 
^ etimo Pjjp conseguenza il n.® delle anzidetto 
permutazioni è = m (w — i ) . 

Il prec. n.® , siccome contiene ab e ba , ac 
e ca^ ec. è doppio di quello delle combina- 
zioni analoghe: perciò il n.® delle combinazio- 
ni binarie ira m elementi è = '/»/n (m— i). 

Alla destra d’ ogni permutazione binaria 
scrivasi ciascuno degli m — 2 elementi non 
compresi in essa e si avranno tutte le permu- 
tazioni ternarie fra m elementi. Si ha per es.^ 

a.bc , a.cby b.ac, b.caj c.ab^ c.ba. 

Il n.® delle permutazioni onde si tratta è 
dunque (/« — 2). 

Avvertasi che in questa guisa una stessa 
terna di elementi vien ripetuta 6 volte, e si 
concluderà che il n.° delle combinazioni terna- 
rie fra m elementi è ^ m{m — i) — 2)» 

Inoltrando l’analisi prec. si raccoglie per in- 
duzione che la respettiva formola esprimente 
il 11.® delle permutazioni e delle comoinazioni 
fra m elementi presi n alla volta, è 

ni (ni — 1 ) (ni — •x ) .... \m — (« — i )] ; m (m — i ) (ni — a). . . .[m— (n — i )] 

1. S. 4* • • • ” 

* § 58 . Per ottenere le stesse formolo con un 
metodo rigoroso dicasi x il n.® delle permu- 

mn 
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tazioni fra m elementi presi n alla volta. Di- 
stinguendo quelle che hanno per iniziale a, ^,ec. 
si formano in classi eguali, e ciascuna, pre- 
scindendo dall’iniziale, presenta tutte le per- 
mutazioni fra m — i elementi presi n — i alla 
volta. Dunque , eq. vera qua- 

lunque sieno m,n, purché intieri ed n'<.m. 
Sostituendo m — \ per m,n — i per n e ripe* 
tendo la stessa operazione, nasce il sistema 

('"-2K.-3,«-3 3 

Nell’ordinato prodotto di quest’eq.* sopprimasi 
il fattoi’ comune, ed avvertendo che 

è = m-(n-i) si avrà 
X — OC"* — »)•••• [w* — (rt — »)]['” — 

Se per es.® /a = io ed n = 6 risulta 
10.9.8.7.6.5. = i 5 i 2 oo * 

Si ha pure n(n—i) (n~ 2) .... 5.2. 1 (o) 

Es.® 1.® Si dimandano le permutazioni nell® 
combinazioni ternarie di 4 elementi. 

Le respettive classi sono 

(òCf bd, cd\ j (ac , ady cd\ 

^ \cb , db, dcì^ ’ \ca, da, dcy 



\ 
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^ah^ad,bd) » (« 5 , he 
(ha, da,db\ ’ ( 3 a, ca, cb 

è si ha >*‘^3= 4'*‘3,a> '**3,a ~ ^ '*'a,i ~ 

jc^^== 4 ‘ 3 .ì = m (m — i) (m — 2) = 24. 

Es.® 2.® Quante sono le permutazioni bina- 
rie fra 4 elementi? 

Si hax^ ^=4^3,1— 4*3 = m (;n — 1) =12. 

Infatti le classi corrispondenti sono 

a{b,c,d ) , b {a,c,a\,c \a,b,d\,d{a,b,c) 
Es.® 3 .® Gli elementi dati sono a,b,c,d,e e 
Vogliohsi le peràiutazionì ternarie. 

La nota formola m dà 

ma (Es.® prec. ) 4^^^ ,= 4. 3 . Dunque 

5.4.3 = 60. Infatti la 1 .* classe è 

K he, db , eb, de, ee, ed ) 

( eb,hd, be, ed, ee, de J 

Si ha la 2.® permutando a in A e 3 in a : la 
3 .* scrivendo a per e, e per a; ec. e tutte in- 
sieme danno 5.i2 = 6o. 

Se ciascun elemento può ripetersi, al n.» 
m {m — 1) = deesi aggiungere m , n.® de’ 

quadrati «• , b' , ec. ed il n.® richiesto è 
m (/n-i) 4- m ossia m* . Per passare nella stes- 
sa ipot. alle permutazioni ternarie basta collo- 
care ciascuno degli m elementi alla destra di 
ciascuna permutazione binaria, 2 ciò produce 
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m* .m (=/»’) TCrmutazioni. Lo stesso meto- 
do essendo applicabile alle permutazioni di 
qualuncjue orarne si può stabilire: che ripe- 
tendo ciascun elemento un n.“ di volte non 

> n si ha m Cosi il n.® de’ punti che 

può farsi gettando un dado 6 volte è 6® 

* § 5 g. Il sistema delle combinazioni di m 
elementi presi n alla volta, dev’ esser tale , che 
qualora si assortiscano in tutti i modi possi- 
bili gli elementi di ciascuna combinazione , ot- 
tengasi il n.“ Ma ciascuna combinazione 

comprende n elementi , e le permutazioni fra 
questi sono date dalla formola ^o). Dunque se 
il n * delle combinazioni sopra indicate si rap- 
presenta per (•*■»,,») deesi avere 

{ /I (re — l) . . . 3.2. 1 } ( 

cioè 0 (”» — — ["»-(«— 0] 

Es.® 1.® Quale è il n.® degli ambi, de’ torni, 
delle quaderne, delle cinquine, che possono 
formarsi coi 90 n.* del lotto? 

‘A 90.89 = 400^ ^1-* degli ambi 

‘A 4006.88 = 1 17480 n.® de’ terni 

1 1 7480.87 = 2555 1 go n.® delle quaderne 

V» 2555190.86=4^949268 n.® delle cinquine 

Es.® 2.® I punti che si posson fare gettando 
un dado tre volte sono 16, cioè 3 , 4 » *16. 
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•I casi [wssibili essendo 6’= 216 alcuni de’ 16 
|uinti debbono succedere in più maniere, e 
siccome i punti 3, 1 8 , corrispondono ciascuno 
ad un solo caso, e j)erciò presentano il mini- 
mo vantaggio, a chi scommetta sul loro suc- 
cesso, semora naturale che siavi qualche punto 
il quale dia per la scommessa un vantaggio 
massimo. Soddisfasi a tal ricerca costruendo 
una tavola i cui principj fondamentali sono: 
1." che due elementi eguali ed ufio diverso, 
a,a,^, danno tre casi, cioè: 

a ,a,b) a^b b^a,a , 

2.° Che tre elementi diversi a,b,c^ danno 
sei casi e sono le permutazioni possibili 
77^ ( w — 1 ) ( m — 2 ) . 



Pumi ) 


3 


4 


5 


6 


: 


8 


9 


IO 




1,1,1 


»,I,1 


3,1,1 




5,1,1 


6,1,1 


6,2,1 


6,3,1 








a, 2,1 


3,5, 1 


4 . 2 ,« 


5,2,1 


5,3,1 


6,2,2 










5,2.2 


3,3,1 


4,3,1 


5,2,2 


54 >« 








• 


• 


3,2,2 


4,a,a 


4,4.» 


5.3,2 




1 


3 


6 


IO 


• 


3,3,2 


4,3,2 


4.4.a 












»5 


• 


3,3,3 


4,3,3 


* 












2l 


25 


• 

27 



il 

6 . 4 r> 

6,3,a 

5.4.2 
5,5,1 

5.3.3 

4.4.3 

27 



Sicconie le 7 colonne che restano danno con 
ordine inverso gli stessi risultamenti i punti 
del massimo vantaggio esistono e sono 10, 11. 

§. 60. La formoia (p) serve di scorta per 
determ inare tutti i divisori di un dato n.® . Tro- 
vato il minimo divisore ( Tomo Supplement.® 
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Tav. II. ) si divida per esso il n.® dato, si cerchi 
il minimo divisore del quoziente , ec. Ottenuti 
i divisori semplici si formino i loro prodotti 
binarj , ternari ec. e si avranno i divisori com- 
posti . Sia per es.® 97983. 

Min. divis. 3: quoz. 3z66i ; min. divis. 3; 

quoz. 10887; divis. 3 ; quoz. 3629. 
Min. divis. 19 ; quoz. 191 n.® pruno. Dun- 
que i divisori semplici sono 3,3,3,19, 
i divisori doppi 9» ^7» ^7^’ ^629; i divisori 
tripli 27 , 171, 1719, 1 0887 ; 
i (madrupli 5i3, 5i57 , 32661 . 

Con maggior facilità si scuopre che i divi- 
sori del binomio 2 a 3* -f- 6 a* c sono 
2,a , 2 a, -j~ 5 ac, 2h* &ac ^ ab* 4-3 
Nell' ipot. che i divisori semplici sieno tutti 
diversi ed il loro n.® sia = m, il n.® totale de’ 
divisori semplici e composti , non escludendo 
il prodotto di tutti i divisori semplici, dev’es- 
sere = ( 1 -4- 1 )■* — 1 . Questa verità è un co- 
rollario del seg. 

Teor. Il n.® delle combinazioni di m elemen- 
ti presi 11 alla volta coincide con quello delle 
combinazioni che si ottengono [»rendendo ogni 
volta un n.®m— /idi elementi. Dim.“* Sosti- 
tuendo nella forinola (p) m—n per n , e su*>- 
ponendo 

(p) . w(/7i— 1 ) (w— n4-i) __ w(/;i— i)' - (n4-Q , ^ ^ 

1.2.3 n 1.2. 3.... (m — «, 

si scuopre che basta togliere i denominato- 
ri per avere le funzioni identiche 
1 .2..3 .../i(n-l-i )...rm— i)m 
1.2.3 ...(m—n) (/n-n4-i i)m.Dunqueec. 
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Ciascuna delle formole (p) , (q) determina 
in quante maniere un n.“ m di elementi si può 
dividere in due parti , cosicché una ne conten- 
ga n , l’altra m—n. Infatti ad o^i combina- 
zione compresa nella i .* formola necessaria- 
mente ne corrisponde una fra quelle della 2.* . 

Trattandosi di spartire IO carte da gioco fra 
due persone, in modo che una neabbia 7 l’altra 3, 
ciascuna delle anzidelte formule insegna che 

il n.® de’ casi possibiliè=s ^ =5.5.8= 120. 

1. 2. 3. 

Per dividere m elementi in tre parti , una 
delle quali ne contenga n , l’ altra n si fa la 
divisione in due parti , una delle quali ne con- 
tenga n, l'altra m — n, poi si divide m—nìti 
due con la condizione che una parte conten- 
ga elementi . 

La formola che soddisfa al quesito è 

m.(m — 1) ... [m — (n — i) } («— n) — n — i)...[i 7 i — rt — (n, — i) ] 

1 . 3 . 3 .... R I.2.3.......^^....R, 

Le parti assegnate essendo n,n^, ,ec. si ha 

m (m — 1 ) . . . [ w — (n — 1 7 ] • (fH—n) . . . [ m — n — (n, — i) ] . X 

1.2.3... n I . 2 . 3 • . • . . R, 

(m—n—n ) . . . \m — n — r — ( n„ — i) ] 



In quanti modi le 62 carte del Wìsh si pos- 
sono egualmente spartire fi-a quattro giocatori? 

Posto m=b‘ 2 .,n—n—n..— \'ò la formola 
prec. dà 

4 3 a I 

8565i26i9785ii5i79786i44oooo 



Digilized by Google 



93 

La stessa distribuzione delle carte del tre-sette 

Z a I 

può farsi in 92991333215627121792 maniere. 

Or si vede, che il n.“ delle combinazioni de- 
gli ordini o , 1 , 2 , . . . m, che possono formarsi 
con m elementi è 

a a . 3 a 

61. Teor, Siila — i)- 

Dim.“*Il 1.® membro moltiplicato per 1.2. 3.../1. 
è=:(m+i^m....[m-|-i — 01’ 

il 2.® moltiplicato come sopra risulta =ad 

m(ni — — (n — i)] — i) .... [»i — (n — a)] n, 

«iop=zn»(m-i)...[/n-(rt-a)][;?»-(n-i)-|-n] =(iw-}-i)w...[wi-(«-a) ] 

funzione identica con (m+ 1 )/n...[m+ 1 — (n— 1 )]- 
Dunque ec, 

§, 62. Fin qui si è supposto che gli elemen- 
ti siano tutti diversi : se ciò non si verifica fa 
d’ uopo rintracciare nuove tbrmole , ed una tale 
indagine apparisce interessante , anche jier ri- 
conoscere il n.® de’ divisori di un dato ii.° com- 
posto , quando alcuni suoi divisori semplici 
sono eguali , come nell’ es.® addotto sul princ. 
del 5. 60. La cognizione di cui si tratta serve 
ad assicurarci di non aver trascurato alcun, 
divisore composto. 

* Abhiansi n elementi diversi , p elementi 
e^ali ad uno de’ prec. ; perciò m—n-{-p. 
Gli elementi dati essendo per es.® «,a,o,ò ,c, 
si ha n = 3 , ^ = 2 . Ciò posto noi diciamo : 
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L Che qualunque sia il n.® delle com- 
binazioni binarie fra n p elementi 
è = */• w ( n — 1 ) -H 1 . 

II. Che il n.® delle combinazioni ternarie è 



_ n(n — 1)(«— 2) 
a . 3 




(n— 1 



) se p= i 
se p> 1 . 



in. Che il n.® delle combinazioni quater- 
narie è 



n(n— 1)(«— 2) (n— 3 ) , 

»— — — K'}-i )(n-2)+n-iseo=! 



sep=:2 
2 ^+ 7 i se/» 2 



Nell’ es.® sul princ. del 60. si ha n~ 3 , p=2 
e però m—ò ; quindi '/• n (« — i) -[-i=4j 
formola è — 1 + 3 ; la 3 .* = 1 2 . In tutto 

5-1-4 + 4+3=16. 

Il n.® esprimente la somma de’ prodotti di- 
versi che possono formarsi fra m elementi 
a,h,c y. . . . u, presi uno , due , tre , ec. m alla 
volta è dato dalla formola 



( 1 -f-a) (1 + 3 ) ( 1 +c) . . . ( I -}-n) — 1 

Mentre il n.® de’ termini ottenuti mediante la 
successiva moltiplicazione, dà, togliendo uno , 
il n.® richiesto , l’ aggregato de’ termini stessi 
costituisce le combinazioni sopra indicate . 

Se ciascun elemento può ripetersi fino ad 
n volte, alla formola (p) dee sostituirsi 

w(w-4- -4- n — 1 ) .... fr4 

a. 3 .... n 
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Teorica delle Potenze . 

% 63. Una funzione , dove N può es- 
sere qualunque grandezza espressa in numeri , 
ed m si suppone un dato n.® intiero positivo, di- 
cesi potenza m.***“* di N (45). Viceversa N 
dicesi radice m.*^*** di iV®, ec. Si scrive per 

es." 4 = V4* = V-6; 4 = ^e =-'^ 64 . 

In generale un n.® « che moltiplicato per se 
stesso una volta produce un n.® A è la ra- 
dice quadrata di A ; un n.® 0 che moltiplicato 
due volle per se stesso produce un n.® B è la. 
radice cubica di B ; ec. 

Siccome moltiplicando m — 1 volte per so 
stesso il prodotto alte.... si ha ( 44 ) 

(invot.y (mvol.) (mvoL) 

abcec.Xahc ec.Xobc ee.Xec.s=«nrt XWi Xccc X cc, 

m m m 

= <t £ c ec, , 

per indicare ( aP ec. )“ si può scrive- 
re a”‘Pò”^c^ec. 

Quindi è che in vece del simbolo ( i iV^ )* , 
dove i si suppone un coefficiente numerico , 
si adotta quest’ altro più preciso 
Facciansi le potenze (3fl* 3^ )* , (5a^ M )® ; 
Per la stessa ragione si scrive 

(liV^ )®”«' [=((/ )'")®«=(t^iV**)'"»]=i’"®"- 
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e se m,, = ^ , purché la potenza fratta espri- 

m, 

ma un’operazione reale e non contradittoria 
a quella indicata dalla potenza intiera , del 
che in seg. , 1 ’ analogia suggerisce la cor- 
rispondente indicazione 



m . m 

( i )”». “ i’^.N w. . 
. .N . 



. . i\ . . ÀN^ 

Se in vece di N abbiasi rr^esi voglia j si 

N, ° N/ * 

opera separatamente su ciascuna delle quam 
Utà j , N'‘ , iV/‘ , e si ottiene 

- iV/«* * 

Cosi ( ifL) 5 = 43 64 f! . 



§. 64* Se iVsiaun polinomio la formazione di 
JV" mediante l’ operazione N. iV. iV.... ( m voi. ) 
diviene soverchiamente incomoda, ed esige il 
sussidio di qualche compendioso artifizio.. 
1 / analisi della potenza generica (x-j-fl)"*, 
eh’ è in certa guisa il germe d’ ogni più com- 
plicata potenza , riesce per tale eflfetto esclur 
sivamente opportuna e perciò noi passiamo 
ad occuparcene . 

Lasciata da parte la successiva moltiplica- 
zione d’x-j-a perx-l-a, che fa dipendere i 
coefficienti numerici dalla riduzione de’ termini 
simili riduzione la cui legge , considerata in 
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astratto apparisce difficile (i)', ci proponiamo 
di eludere l’oscui-a influenza delle riduzioni, 
ricavando nel tempo stesso i coefficienti nu7 
merici e le parti letterali d’( ar-d-rt)™ dallo svi- 
luppamento di ec, 

I più semplici fm i prodotti della forma in- 
dicata sono : 

d"" •^‘d"«* x-^abc 

d"^ 

-|-i' d'^c 

(x-f-flX'^d'^X'*^d'cX-*'d'*^)^J^^d"^ x*d""^ X* d""^ xd-flic<# 

d~A d'^c -\-abd 
d-c -^ad -\-acd 
•r^-d \bc -{-bcd 
-\-bd 

e l’ analogìa c’ induce a concludere i ? che qua- 
lunque sia il n.® de.’ fattori x-\-a,x-\-b , ec. i 
rospettivi coetKcienti delle successive potenze 
d’ X ne’ termini 2.® , 3 .® , ec. equivalgono alla 
somma de’ prodotti che si ottengono combi- 
nando uno alla volta, poi due^ indi tré, ec. 
degli elementi a.b.c ec. , dal che risulta che 
r ultimo termine sia —abc.... 

2. ® Che pqsto il n.® de’ fattori = m , i suc- 
cessivi termini del prodotto ?0PP respettiva- 
mente affetti da x™ , x”“* , . . . x* , x® . 

3 . ® Che nejb ipot. di b- c—d ec.— a il coef- 
ficiente d^x"*"* (nel 2.® term. ) è ma-, quello 

(0 Si considerino gli esempi 1-° * {■ 4^ ci^e danno un’ idea 

della riduzione, e fanno conoscere le parti ond’è comporlo il qua- 
drato ed il cubo di un tunomio . ^ 

ToMf J. g ■ 
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d’ a'"-* ( nel 3 .® ) è (69) 

lo ( nel 4.» ) ^! Zl X^- b - ec. 

In generale , che il coefficiente d'x®-* 

( nel terna aiti '"®?) è ( §. cit. ) 

m(/n-i)....[m-(n-i)3 a'. 

ft 

L’ espressione 
t = ^ 

. I • 3 . 3 • • • . n 

dicesi termine generale perchè facendovi 
71 =0, 1 , . . .77i, dà tutti i termini d’ (x-f-a)"* , 

l’ ultinao essendo 

t . a . 3 . . (m — 1)« 

Così mediante una semplice e luminosa indu- 
zione siamo condotti al completo sviluppamen- 
to di (x-f-a)“, cioè 

I x” -f-OTax”* 

I I • * 1.3.3 

I 1 . 3 . 3 .. ..a 1 . 3 . 3 *m.(r-h I ^ 

m(m — iXai— ^) g'* — i)a”* *x 
1.3.3 1.3 , 

È questa la così detta formula del binomio 
c formola Newtoniana, 
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Quindi apparisce che qualunque termine 
equivale al prec. moltiplicato per 

dove tn—n è l’esponente d’x nel ter- 

mine prec. ed «-j-i esprìme il rango di detto 
termine. Il n.® de’ termini è =m-\-\ perchè fa- 
cendo n=^/M+i , — m-{~2 , ec. risulta t=^o . 

Il coefficiente numerico del termine n.**^® do- 
po il j .® equivale al n.® delle combinazioni di 
m elementi presi n alla volta ; quello del ter- 
mine n.**'"*® mnanzi all’ ultimo eguaglia il n.® 
delle combinazioni di m—n elementi : ma ( 6 o) 
i predetti n.‘ sono eguali: dunque i coeffi- 
cienti numerici de’ termini equidistanti dagli 
estremi sono gli stessi : Due di essi riduconsi 
ad uno , ed è il termine medio , se m=2p i in 
fatti è = a*f-P . 

Cangiando x in i lo sviluppamento d’ (x+o)* 
diviene 



(2).., 



'i-j-rt) — i)n* ... + mCm — i)a 

t 



W-» 



t . % 

m 



•\-ma ’T « f 



ed è una comoda formola che serve di norma in 
ogni caso. 

Cosi , dividendo e moltiplican- 

0 

do per a ^ il binomio dato , si cangia in 



Digitized by Google 







100 

( 1 efatto-21^ = a horl si 

♦ ^ u(3/ ufi e 

tratta che di sostituire in (2) il valore di a 
è moltiplicare ógni tèrmine per («/Si)**. Si 
sviluppi (j7-}-2rt^)*. 

Sarebbe cosa facilissima liberare dall’ indu- 
zione lo sviluppamento (1), dimostrando che 
s’ egli si veriftcd pèr un determinato valore in- 
tiero /», di m , dee verificarsi altresì quando, 
. Noi però di buon grado rinun- 
ziamo ad unà dimostrazione parziale , limitata 
cioè all’ ipot. di m intiero positivo , tanto più 
che la dirnostràzione predetta dovrà in seg. da 
noi per incidentó riportarsi , e passiamo a rin- 
tracciare con un metodo unico , generale e 
rigoroso , lo sviluppamento di (x-j-fl)"* nelle 
quattro distinte ipotesi , che 1’ esponente m sia 
intiero o fratto positivo o negativo . 

m 

5. 65. Lo sviluppamento di ( x-¥-a )« , es- 
sendo m, , n.‘ intieri e primi fra loro, qua- 
lora esista sotto una forma immune da ogni 
contradizione , dev’ essere una funzione di a,x, 
ed ’Z , perchè restando inalterate due di queste 

m, 

quantità, qualunque variazione della 5.“ dee 
necessariamente influire nel risultamento. L’an- 
zidetta funzione deve inoltre essere tale , che 
facendovi m~\ coincida con lo sviluppamen- 
to d’ ( x-j-a)*" . Qualora dunque ci riesca di 

m 

trovare la definitiva espressione d’(x-l-fl!)™/ 
noi avremo soddisfatto a due ipotesi , e se il 
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calcolo non soffra eccezione sostituendovi— 2 
il probi, sarà sciolto compiutamente. 
Trasformato il binomio a-j[-x injr(i-j--^ ) 

X 

se scrivesi z per — tutto si riduce ad esprime- 

X 

re algebricamente il sistema delle parziali ope- 
razioni , che costituiscono quella , qualunque 

m 

sia, che viene indicata per (i-j-z)m,. Il siste- 

ma di cui si tratta, moltiplicato per ( *)"''rap- 

2 

771 

presenta il richiesto sviluppamenfo di 

m - 

Sia (iri-z)«, = i+tf, •••( 2 ) 

m 

eperò(i+j^)m.=i+<7,j+flr.j. 

dove a, , ec. sono quantità numeriche da de- 
terminarsi . 

Il 1 termine si è posto = i perchè fra i 
possibili valori di z vi è z = o che rende il i 
membro— 1 ! si sono escluse le potenze fratte di z 
perchè queste sussisterebbero quando w i e 
quando m — f*w , il che contraddice alla for- 
mola (i) del 64. La ragione per cui si pre- 
scinde dalle potenze negative di z è , che un 
solo termine a z~f darebbe nell’ ipot. di z = o 

l’eq. assurda 1 = 00 (26) Avremo d’altron- 
de una completa giustificazione della forma 
non meno che del reale significato della 
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serie (3) (*) se ci riesca di ottenere per una 

forinola immune da ogni contraddizione, poi- 
ché un calcolo legittimo non può sommiiiistra- 
re i mèzzi onde provare la rettitudine di 
un’ ipot. erronea . Ciò posto si faccia per co- 
modo 

m ni 

quindi si deduca [ ]™ = (^" . ‘ 

cioè i-f-z=^5”*' e però 

La differenza dell’ 0”* = i -f-a, z ec. ; 
4»"* = 1 ec. , eq.* identiche perchè il 2 .* 
membro è per ipot. 10 sviluppamento del 1 .*, 
come X* “-|-2aa:-f-a* lo è di ( , dà l’eq. 

identica 

la quale, dividendo il i.“ membro per — 4^'»', 

il 2 .® pel binomio equivalente z—y. ri cangia in 

, ^"^1 "T* . ' .... 

^ ^ ' z — y 

z" —y* 
z-y 

Avvertasi che r~ ^ = r~ • T” 

^ ^ (p — \f/ 

È reale il significato di questo se le operazioni da cui ciascan sue 
termine dipende , possono in qualsivoglia caso pratico efièttoarsi, cioè 
se non includono Verona incompatibiUtà coi principi dell’ algoritmo 
algebrico . 
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e fatte le divisioni (99) si avrà 

7 =«. (24-j)... 

.... -H <7, (z* + zjr +j‘ (z"-‘ + z”“’r .... 

+/•"*) 

eq. che dee verificarsi identicamente qualun- 

3 ue sia il valore di jz , e però anche nell’ipot. 
i z=:y cioè di 4» =*4/. Ma l’identità di <I> con, 
e A'y con z cangia la prec. in 



— + 2 «, 2 ’ ... + (/i+i)a»^,z" , • 

che moltiplicata per e posto il valore di 
4>", ^ , diviene 

(4)...|- 1 !+«. z-\-a^ z ' .. .+a„z"| 

_ Jcf, -i-2flr, zH-SaTj z ' + 4 ^ 42 * ....+'‘+‘«04-12'' 
^ +- a,z-\-ila^z* r\~ÌayZ^ n«».z* 

e questa dev’essere identica, cioè della forma 



m , m I ni ^ ®* 1 ®* „ 1 "* • 

«. zH d. Z ec.=; « ZH «, z cc, 

w, w, ' * m, • w, »»/ ' w, * 

Dunquc| «, = “> 2«, “1~«, =“ «, > 3«| 2«, = ~ ; 



m 



3 a,=*— fit jCC 

• ’ ’ BI, 

1 ) «B,.,. ~ «»| . . "(5^ 



Digitized by Google 




io4 

La 2 / sostituenck) — per «, diviene 



, m m- ni ni \ 

za* H — = e da a* = — ~ ); 

• m, tn* ^ ni* m, * 



\a 3.‘ , posto il valore di a, si riduce a 

_ m* m - m fin* m v 

3fir, -\ — . = V» — . ) 

** m - m. nij >m* ni ^ 



e somministra a, = ’/» ( — — )(’A — — i ) ; ec. 

' m, m/ ' ffi/ ■ 

Dunque «,= ^;,u.= V.^ (f - i) : 



\ m f m \ r _\ 

a.3 m, ^ «I,, ^ 

7 3... (n -n) n», '• »*/ ^ 



Il calcolo essendo lo stesso quando si pren- 
de ^ col segno — si può concludere ec. Il ri- 
gore della dimostrazione dipende dalla certezza 
dell’ultima eq. (5): queista è una necessaria 
conseguenza della semplice ed inalterabile sim- 
metrìa dell’eq. (4). Si può adesso stabilire, i.*' 
che il risultamento dell’operazione indicata me- 

m 

diante il simbolo (i-j-z)" è reale: 2 .® che le 

r» 

operazioni espresse coi simboli (i+je)"»», (i+z)* , 
non solo sono compatibili ma inoltre anche 
correlative , perchè una stessa formola 



,wi . t fìl / ni \ % , y ni f Ttx \. / ni \ 3 

I q — z-f-r — -h- — C iV— - 2 )z ec 

m, ^ tn, ^ m ' a.3/»/ '/n •' ‘ 
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porge il risultamentd di entrambe ; basta so- ’ 
stituire mn per m , i per m. nel i caso ; n 
per nel 2.“ . Il rapporto di correlazione può 
concepirsi in due altre maniere, cioè facendo 
7 i=y»* , poiché mutato il segno d ’ i si passa 
dall’ uno all’ altro simbolo j ed avvertendo che 
mentre la moltiplicazione di m per n deter- 
mina il simbolo (i+z)’" a rappresentare la po- 
tenza (/wn)*’’®* di \-\-z , la divisione di m per . 
n dee condurre al risultamento inverso, vale 
a dire alla radice n.'**“* di 

* 5. 66 . Fra le dimostrazioni che della for- 
mola del binomio sono state addotte , si distin- 
gue per la sopraffina sua eleganza quella del 
sommo Geometra Leonardo Euler ( Novi 
Comment. Acad. Petrop. T. XIX.) relativa 
alle potenze fratte. 

( 1 [=1 +MX+ '/•« (n — I ec.] = / («) 

ec. ec. 

dove m, n, ec. sono n.* intieri positivi: e perchè 
(i-|-j:)"(i-ì-x)“ (1 -j-z‘)rec.=(i-|-x)"*«"'’‘^*^ 
si avrà/(m)/(n)/(p) ec. —f(m-Y-n~\-p ec. ) 



Suppongasi m=n=p ec.— — ; si prenda un n.® 

■Ar 

A' di fattori ; e seguitando a rappresentare per 
f la nuova ignota funzione di — , che costi- 

h 

tiiisce lo sviluppamento di (i-|-xX,siavrà( 63 ) 
7 'om. T. a* 
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/ C X yCl )/(l ) -Kj + «. ) =/(A). 

Dunque |/<^ =/(^)=(»+J^y 

ed (i+J^'/=X7)=*Ì~l'^+'/* ec. 

Per rapporto alle potenze intiere positive 
altri ha propo^ la seg. diinoat razione: Siccome 



A)=(a"+-na'* ec.X<*~i^) 



-J-na" |A+‘/*/i(n — ec. 



^ a" \-\- 



na 



»-f 



(a) 






e quest’ultimo sviluppamene si ottiene so- 
stituendo n-|-i per n nella formola 



(a-\-byi=^a^-\-na'-^b ec. che si sa esser vera 
quando n— 2,=3, ec. ne segue che lo svilup- 
pammt0tì"4-na"-^3 ec. estendasi a qualunque 
valore intiero positivo di n , e però ec. 



Per rendere concludente questa dimostra- 
zione, d'altronde commendatile per la sua 
semplicità , noi passiamo a dimostrare identi- 
ca la somma de’ termini generali spettanti alla 
sviluppamento (a) cioè 

yi(/z— i)...(ra— w^) n{/i— i) 1 

I . a . 3 • . . . (b,+i) 1 . 2 . 3 ■ . . • n, 



Digitized by Google 



107 

col termine, generale dello sviluppamento (b), 
L’eq. 

I . a • 3 . • • (« +0 I . a . 3 . • . • »/ 

_(«■*: (/?— l)] 

• • • . -I - - . ■ ■ ■ ■ V 

i.a.3 .... (/»,+ •< 

qualora si moltiplichi per 1.2. 3 .... si 

cangia in 

n(«— 1 ). ..(rt— «.) + « C«— 0 • ■• [ «— ‘ ) =•' 
••• + ‘ } - («— 0 J» 

ma questa divisa per n(«— 1)... [n— (n^— 1)] 
si riduce ad 

re— /i -f-n^-fi=:n4-i ossia re+ 1=71+1: dunque ec. 

Noi avremmo desiderato che l' Autore del? 
esposta dimostrazione avesse risparmiato un 
ingiusto rimprovero ai moderni Scrittori di 
elementi algeWici , alcuni de’ quali , segnata- 
mente Laci'oix , l’ hanno plausibilmente di- 
mostrata . 

G asteniamo dal notare i difetti di varie 
altre dimostrazioni , perchè in seg. delle os- 
servazioni piw. non è difficile ravvisarli . 

* 67. Teor. 1.® Nella formola del bino- 

mio la somma de’ coefficienti de’ termini di sito 
pari eguaglia quella de’coeffiàenti di sito di- 
spari. Dim."*I termini (2re)'““®, (zre-j-i )**'“• 
dello sviluppamento 
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sono (^-0 ( m-2)....[m-(2n-i)] 

i.a.3 (a « — t) 



(= 0 - 



(/n— l) (/n— 2)....(m^2w) ( __ _m— a« 
i.a.3>>>> 3 k 

11 termine (2n4-i)'““‘® dello sviluppamento 

ì w, , ^ mCw-i>..[/» (an-Q] , _m ^ 

• «-a i.a.3--.-a/( 'an^ 



Ma ? 4- Z — Z- 1= —t . Dunque il 2 .® ed il 

aw a« * 

3:® termine 3.® di(i4-i)"*; 

il 4-° ^d il 5.® di + equivale al 5.® di 
ec. e però si Iia 

m(m-i)(m-2)(m-3)^ 

I - a I . a . 3 • 4 

Sia j, la somma de’ termini di sito dispari, j, 
quella de’ termini di sito pari , spettanti ad 
(i+i)”*. Siccome si è veduto essere (i-j-i)”** 
=s, ; d’altronde (i-j-i)" ' =’/• (i-f-i)”‘,e lo svi- 
lunpamento di equivale ad s, -t-j, , ri- 

sulta s, ='/• (^. 4-.V. ) cioè j, = j, . Ma i ter- 
mini di (i-|-i)'*sono i coetìicienti d’ (jc-Ha)™. 
Dunque ec. 

§. 68. Teor. 2 ° Essendo m,n;m ,n^, n.‘ re- 
spettivamente primi si ha 

r 

m m. m m, 
or . C», = am'^ n, . . . (6) 

Dim."® Ridotto il n.® « alla forma « 
ducasi 
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m-t 



m 4 



^ ^ + i S (2 - , /3* ec. 

m, m, m-i w*i 

'a+^)"'=à"M2'*"' ^+12-Y2'-,'\a"' ^“ec. 

^ * », » n,\», / 

m ^ I» P, n»*J m m-i m-i 

(«+^)"'=»“ .«"'+2*" «"'1342.2-" #i*ec. 

w n **/ 



w 



m, 



m ni m 

— 4 . ^ 4 - — 



+: ^+-ì ^ (= ■■) «" V- g • cc. 

m -a I» 

422'f2'.,'j«” a“ ec. 
* » », \», / 

tM 



w + w^i 



>+py ^ ^+f(r^?)Cr •*-?'- ’ )*" ' 



'r 



m-t w, m4-m/i 

Supponendo l’eq. (6) e però a* «“'=<»’’ ,ec. 

il 3 .® sviluppamento si cangia nel 4*" 
l’ipot. (fi) non può trasformare uno svilup- 
pamento legittimo in un altro egualmente le- 
gittimo senza che tale sia l’ ipot. stessa. Dun- 
que 1’ eq. (6) è vera . 

§. 69. Teor. 3 .® Essendo m, n n.* intieri, e 
per maggiore semplicità primi fra loro , è 

w ni 

an ='\ a!^ . Dim."* Abbiamo 

. 2 . 2 ra^. m ,~,(n v*ì. ) 

a” a’' ... (^n voi. ) = ciT » —a” . 

Ma anche , V V"" ( ^ voi. ) ossia 

è—fl:"*, altrimenti l’eliettodi due operazioni 
contrarie sulla medesima quantità non si eli- 
derebbe; ed il prodotto di n fattori eguali 
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/ 



non può equivalere al prodotto di n 
fattori eguali /3, . . . senza che sia /3 = a . 
Dunque ec. 

Un moderno Autore , ridotti gli esponen- 
ti al medesimo denominatore, speditamente 
deduce 

n I ni ni "/ 

a “ .a"' =V V «"’= V a^'^i=a “ , 

ma la conseguenza è precaria perchè la 2 .* 
trasformazione vien da lui gratuitamente sup- 
posta . 

La ragione che Bossut desume dall'indole 

delle operazioni inverse m,n, ~ ( 65 sul fine ) 

è un argomento metafisico che concilia una 
veemente probabilità, non una dimostrazione 
analitica che seco porti la convizione . 

m 

Il simbolo an , così Francoeur , non ha per 
se stesso alcun significato: dunque si può de- 
stinare ad esprimefe Va": in questa guisa le 
formale convengono a tutti i casi , che m sia 
o non sia multiplo di n , il che si accorda col 
genio dell algdkva. Noi rispondiamo i.®che 

m 

ha un significato non equivoco , dipenden- 
te dal rapporto che dee sussistere tra i risu!- 

m 

tamenti delle operazioni inverse . 

^ » / 

2.* che l’equivalenza de’ simboli a“ , Va", lun- 
gi dall’ essere un subbietto convenzionale 
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destinato a salvare l’analogia dell’ algoritmo , è 
anzi necessaria conseguenza di un principio 
dell’algoritmo stesso, contenuto nell’eq. (6): 
3.® che gli argomenti tratti dalla convenienza 
€ dall’ analogìa troppo sono imperfetti e man- 
chevoli, ove trattisi di stabilire su di essi le 
verità fondamentali di una scienza esatta. 

70. Mediante la forinola del binomio fa- 
cilmente si ottiene l’ espressione di 

w-j-7^)“nella respettiva ipot. di 
/n=2,3j4 Sostituito b-\~c per b in 

(a+3)’ = -\-'2Mb-\-b* 

indi in -|-3a* b~\~a'5ab' -\-b^ 

y 

respettivamente si ritrae 

(a+H-c)*=«*+**+c*+3«<*+c)+3i*(a+c)+3e»(rt+A)+&ii<fc 

Si osservino i risultamenti che nascono dalla 
successiva sostituzione ó\.c-\-d per c , dii/-l-i» 
per d nelle formolo prec. e si concluderà 
essere 

•\- 2 {ab-\-ac....~^au-\-a 2 f) 
•^2\bc-\--bd....-\-bu-\-bv) . 
ec . ec . 

dove i termali dentro le sgraffe sono i pro- 
dotti a due per due di ajb^\ m,v(i). 

(0 É notabile la seg. proprietà del quadrato [in.. (uitoL;]*, cioi 
che qualora «a m «ma cifra non > 9 si ha 
[ i|i fm voi.) ]• = i.a.3 in ... 3si . 

Qualunque sia ns, risulta dalla natura dell’operazione [ni.. J* 
che la prime cifre del risultamento sono per ordine i. a, 3 , 4 . . . 
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li. («i-*- b-*- C....+ i*+ c‘.... +M* +v* 

•*-3<i\b '•*■€....■*■ n+> vy 
■*■ 3b\a-t- c....-*- «-*- v) 



•+-3«Yn-*- A.— + l-t-v) 

•+ a. 3^abc-i^abd...-»~ abi>i' bcd...4-bcv,..-t- luv) 

dove la funzione moltiplicata per 2 . 3 è la 
somma de’ prodotti a tre perire di a,ò,c....u,v, 
* Un’ operazione analoga dà 

(a* b*-c)^ z=aA*- A*+ c4 

^a^(h*- c)*- r^+-4c’frt4-Aj 

•*r 6<7*(A’+'C*}-*-fiAV* 

1 %^*bc-^b^ao*~C*ab) 

(rt-«-A+-c4- </)^ 'Ut^-*-b^-*-c‘>-*-d^ 

*■ c-^d) 

1 aa'fAc-t- 

>*-\'Xc'(nb-*-ad-*~bd)-^ì^d'(flb+-ac*~bc) 

4»a . 3.4 rtAcd ; 

ed in generale 

)I1> .|>^42=:/|44,i4+rc4...4-f{4.^1»4 

^-4ffYA^-c ...-♦- 

•4-4A*(a-*-c... + M4- r} 

•4 b .... ■>') 

■ 4 - A ... ■4. t-*- u) 

-t-6fi‘(b'-*~c * ... r») 

■4-6A*(c*+ </* — t-w*4-r*.J 



.4'6/*('«*4"'>’*.)4- 6u*OI* 
■*~\ia^(bc-*-l>d ... 4-tM4-ur) 
■4-iaA*(nc+.a4Ì ... ■*~tu-^uv) 



•4- 12M*fuA-4-rtC ...4-S1'4-/rJ 
iav‘(laA4-rtc ...+-sm+-/m^ 

. 3.4 (abcd-*~abce...*~abuv...’*-Uur} 



Digilized by Google 



1 13 

Il seg. metodo, più elegante che utile, fa 
dipendere lo sviluppainento di 

e perciò anche quello della forinola 

—He . “1“ 

in cui la prec. si cangia facendo x— i,daun 
sistema di eq.* , sottoposte ad una legge no- 
tabile per la sua semplicità . 

* 5. 71. Facendo 

{a-\;bx ...+ vx^ )? =A-\-Bx ... -]-rx^' 
perciò (a-\-by . . .-j- )" =A-\-By ...-1- Vj’*' 
e quindi «-|-òxec. — <l>, fl+ò^ec.= , risulta 

itf* —il/" B(x-y)-j-C(x" -y* y^-Djx^ )ec» 

♦ — 4^ b(x^y)-\-c(x" —y" —y^ ) ec, 

B-\-C{x-\-y )-{-D ix" -{-xy-^r* ) ec . ^ 

■“ )-\-d {x" -Hxj-i-j* ) ec, ’ 

Ma con supporre y=x si ha 4'=*^»(49)-. 

4" — J," , ... 

4>"'* e l'eq. prec. si cangia m 

♦ — (j> 

, ^ .B-1-2C3H-5Z?x * + ec. 

7i(a-l-òx...-Hux« )"•* = ^_|_ 2 cx-|- 3 c?x* ec. ^ 



Dunque perchè 



(aH-òxec.)"*' 



(a+4xec. )• 

=1+Z7ec: «+ixec. 



Tom. /. 
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§i ha ” 

n(y/-}-l?xec.) B-\-^Cx-\-7>Dx* ec, 

a-\-bx ec b-\-^cx-\-'Sdx* ec. 

e tolti i denominatori 

n(^A-^Bx-\-Qtx* ec.) {b-\-'zcx-\~'òdx* ec.) =; 

(5-j-2Cr~i-3Z)jr* ec.) {a-^bx-^coA ec.) 

eq. il cui sviluppamento , 

nbA-^ nbB x-]r nbC x* + nbD x* -f-ec* 

-j“2 ncB -j -2 ncC 
-\-hndA ArbndB ’• 
ne A 

aB-\~ 2 aC\x X* x^ -J-ec. 

H- bB\ +2 3C -\~7)bD 
cB 4-2cC 
“h. 

attesa l’ identità che dee sussistere fra i due 
membri , somministra come nel §. 65. 

aB— nbA ^ dove a", valor? dato dall’ 
ipot. x=o,' ' 

2aC^ (ji—i) bB-j~ ^ncA f. 

ZaD = (Ti— 2 )bC“\-( 2 n—i)cB~\-ZndA , 

l\aE— (w-3)3Z)-)-(2w- 2) cC+(3n - 1 ')dB-\-^eA, 

j>iaf^'=:[/i— (wi — I ) y>V-\ [an— (/M — a) ]c74-[3n — (jn — 3) ] dS .... 
•^[^{m—i^n—i'\uB-\~mnvA. 
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Ricavando dalle prec. eq.* l’espressione di 
BiC, ec. si ottiene la così detta formala dì 
Moivre^ formola il cui svila ppamento si ren- 
de operoso e ditficile à misura che s’ inoltra , 
e che non riesce di alcun vantaggio se non 
venga notabilmente inoltrata . Volendosi per 
es.® eh’ ella possa servire alla formazione della 
potenza 6 .® di un sestinomio, sono necessari ’h-j 
termini nella sola i .• linea orizzontale del suo 
sviluppamento. 

Nd Capit. de’ Logaritmi daremo una sem- 
plice formola che direttamente conduce all’ e-» 
apressione delle potenze 

\ 

e stabilisce nel tempo stesso l’induzione da 
pui dipendono gli sviluppamenti esposti sotto 
i n.* I, II, III, del 5. antec. 

5. 72. Siccome la valutazione delle formole 
finali da cui la soluzione dipende di un dato 

f )robl., costituisce il compimento della so-» 
azione stessa , la teorica delle potenze sarebbe 
sostan^lmente manchevole, se limitandosi 
alle operazioni letterali , che altro poi non sono 
se non che parziali indicazioni simboliche, 
niuna norma porgesse per abbreviare il caU 
colo delle potenze nupieriche il cui ordine sia 
molto elevato , ovvero appartengano ad un n.® 
piolto grande. Il metodo della successiva mol-* 
tiplicazione è ne’ casi onde si tratta così lungo 
a fastidioso, attesa la moltiplicità delle uni- , 
formi operazioni; è così fallace ed equivoco 
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attesi gli errori di computo cui va sottoposto, 
che niun calcolatore può mai profittarne sen- 
za grave rincrescimento. Per questo noi ci 
siamo risoluti di pubblicare alcuni ripieghi 
analitici, c’ altri ha creduti opportuni e che 
noi non disapproviamo, wrchè ogni più di- 
retto e completo metodo aebbe a parziali ten- 
tativi talvolta i suoi primi elementi, spesso 
qualche utile traccia, sempre un benefico 
eccitamento. 

Attesa l’equivalenza de’ sìmboli «"*, (a* )"*, 
ciascun de’ quali indica un prodotto ove a 4 
fattrice 2/n volte , se m= 2p , deducasi 

a»"=(a» )“=:(«» )V= ; 

^ « . 

Se /n= 2^ -4- 1 , si deduca 

(a» )v a (n* )Vz=a (a^)P . 

Riducasi p ad una delle forme 27, 27-f-i » 
proseguendo si otterrà speditamente la poten- 
za e quindi anche * . 

Es:® 1.® 25®= (2* )'*= 4 . 4 '^= 4 ( 4 * y =4.4’ (4* )* 
=64(16)® =64(16» y =64(256)5=64.256(256)*' 
= 1 6384 * 65536 = 1073741824. 

Es.® 2.® 2 ®*== 45 >=i 6 '®=:C; 6 * )® = ( 256 )® =(a%*)^ 
= ( 65536 )*= ( 65 ^*)* =(4294987296)» 
= 18448744083709551616. 
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És.® 3 .® Si ha 3 ' 9 = 3 . 3 *® =3.99 = 3.9.9® = 

= 27 (8T’)’= 27 ( 656 1 )• = 27.43046721 =: 
1 162261467* 

Se il n.® è composto si fa la potenza de’ n* 
primi componenti, indi il prodotto di esse* 

Così ^ = 2® . 3 ® . 7® = 256 . 656 i . 5764801 =i 
9582552198416. 

§. 73. Per formare una potenza intiera nega-* 
tiva di 2 cioè 2"*, si osservi 1.® che si ha 

2 * — 0,5 ; 2 *= 0 , 25 ; 2 ® = 0, 1 25 ; 2'* = 0,o625 ; 

2 - 5 =:o,o 3 i 25 . 2.® che le ultime tre cifre sono 
, sempre alternativamente 1 25 , 625 : 3 .® che il 
n.® totale delle cifre eguaglia quello delle unità 
contenute nell’esponente: 4*®<^® cifre ante- 
riori al periodo finale (126 ovv. 625) si ottiene 
moltiplicando per 5 il n.® che precede il pe- 
riodo suddetto nella espressione della potenza 
prossimamente minore, con l’avvertenza dì ag- 
giunger 3 al prodotto se l’ordine della poten- 
za richiesta è dispari. Si ha per es.® . 

2’®— o,oi5625 e i 5 è = 3 x 5 ; 

2“7=?!o,oo78i 25 e 78 è= 1 5 x 54 - 3 ; ec. 

Per avere 4 “*" basta calcolare 2“***. 

La potenza 5 ~f è = 0,000 2* ,dove il 11.® de- 

gli zeri è m, tanfo se il quoziente sia esatto 
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quanto se dia il residuo i; è = _^m4‘isefl 
residuo suddetto sia =2. Cosi 



5 '^ = o, 00000 00000 00000 02*^, 

e perchè 2*^ = 4”~ ~C )* ~ (266 )* = 
256x65536 = 16777216 risulta ec. Si ha pure 
25 -*"= 5 ““». 

5. 74. Il metodo che passiamo a proporre 
agevolare la formazione delle basse potenze 
de’ grandi n.* , è quello stesso di cui ci siamo 
serviti per ampliare speditamente la tavola 
delle potenze, calcolata ed aggiunta alle le- 
zioni Matematiche dell’ Ab. Marie ediz. 5 .‘ dai 
benemeriti Prof.” Geometri i PP. Scolopj Ge- 
nova/ e Del Ricco. La nuova tavola delle po- 
tenze, che pubblicheremo con parecchie altre 
in un tomo addizionale al Calcolo algebrico, 
ed il metodo di compendio con cui è costruita , 
e che può servire a protrarla indefinitamente, 
suppliranno agli ordinari bisogni del calcolo. 
Si scrivano per ordine i quadrati i * , 2* , 3 * ,ec.; 
sotto ciascun n.® si noti la differenza tra esso 
ed il consecutivo e si avrà 



1, 4 » 9» 16, 25 , 36 ...... n*, («“hi)* 

7» 9, 11, i+2/i, 

2, 2, ec. 

dove le formole n* , i*f-2rt, sono per rapporto 
ai n.‘ delle re-spettive linee i .• e 2.‘ , ciò che il 
termine generale t è per rapporto a’ termini che 
compongono lo svUuppajuento di (x-j-a)* C^4)» 
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. Siccome il n.** n.**^“ n* ag^^iunto al n.« sot- 
toposto forma il n.® della i.“ linea, 

cioè («+i /• , per continuare la tavola de’ qua- 
drati basta sostituire per n in il n.** 

ch’esprime il rango dell’ultimo quadrato ed 
aggiungere il risultamento all’ ultimo quadra- 
to suddetto . Partendo per es.® da 
4000000 (=aoòò* ) ultimo quadrato della ta? 
yok sopra citata, si fa ni^2ooo, si deduce 
^ -f2n=4ooi e la somma 

' -f- 4001 ( =4004001 e=(2ooi)‘ 

Il quadrato seg. si forma subito aggiungen- 
do la differenza costante </, =2 a 4001 ed ef- 
fettuando l’addizione 

I 400 400 ^ I _ 8004 (= )e così ec. 

Si costruisca per li cubi i* , 2’ , 3 * , ec. il si- 
stema analogo 

Ì ( 1 ,< 8 ,527 ,^64 ,125 

(7) <iq> < 3 ;^ J6i? < 3 fn* +n) 4 -i? f 

12) io> 245 3 o) . . . . 6(i+«) ^ { 

6 , 6 ) 

Qualunque n.° della i.“ linea equivale alla 
somma del prec. e del n.° sottoposto al prec. 
stesso: per es.° 64= 27+ 37 ; i 25 = 64+f>i,ec. 
In generale + 3 (/i* + n) + 1 = (n + 1)^ . 

Scritte le prime tre colonne nulla manca 
per continuare il sistema, ed' il conseguimento 
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di un huovo fcubo nort dipende che dalla 
somma di due n.‘ . Si ha per es.® 

64=27+37, 61=37+24» 30=24+6. 

La giunta della differenza costante =6(=2. 3 ) 
non può riguardarsi come un’ operazione . 
Supponendo per es.® di aver Costruita la tavo- 
la sino a (199^)’, penultimo cubo della tav^ 
cit. , si determina ii sottoposto n.® della 2.* li- 
nea sostituendo 1 999 per n in 3 (n* + n) m i 
c più speditamente con prendere la differenza 
de’ n.* cogniti (2000)^ , ( 1 9f^)’ ; e si ha 1 1 99400 1 - 
Il 2.® n.® sottoposto della 0* linea è 
6(i+-n)-6(i+ 1999) = 12000* 

Ecco il prospetto dell’operazione. 

(igpq)» (1000)* (2Ó01)* 

/li S /’5i $8000000000 <8oiaoo6ooi ec. 

<+ »« 994 oÒi?^ N ^ ' ( iaoo6ooi),,v * iaoi8oo7> 

15000 $^ ■' iaoo6S'‘^'' laoia) 

La somma (i)dà il cubo (2000)^ = 8000000000; 
la somma (2) il n.® sottoposto 12006001 ; il 
2.® n.® sottoposto 1 2006 equivale al 3 .® n.® antec. 
i2ooo-f"«^s (=6). Nella stessa, guisa la som- 
ma ( 3 ) produce il cubo (2001)^=8012006001; 
la somma (4) dà il sottoposto n.® 12018007 ; 
il 3 .® n.° è 12006 + 6 ; ec. 

11 sistema per le potenze quarte di 1 , 2 , 3 , ec. è 

I l , 16, 81 , 266, 626, 1296.. ..n* 

i5 , 65, 175, 369, 671 , . 

5 o , no, 194, 3o2 , 434 > 

60 , 84 , 1 08 , 1 32 , . . . . , 

24 . 24 
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Si ha pèr es“ 6^ (—1296) =-625 + 671 riove 
671 = 369 +3 o 2, e 3 o 2 = ig/| 4-108 ,%Dsseiulo 
108— 84 -l-r/4 (^—2.3.4) • basfauo tre 

somme semplici in vece di tre rholtipUcazioni 
complesse e di tre somme consimili. Il melo-; 
do è generale per le potenze di qualunque gni- 
do . Pel grado n.'**‘^° k difierénza costante 
è — — 2*3.4****^'* ^ I 

Cercandosi ^26987)^ deducasi dalla tavola 
de’ minimi divisori 26987= >3X19996 si avrà 

(125987)4 =>3^ (1 999)* =2856 1 X >5968023992001 
=44666273323554056 . 

§. 75. Avendo così soddisfatto alla forma- 
zione delle potenze, ragion viiole che jprofit- 
tian>o delle anteposte nozioni , e specialmente 
del 69 , per d>chiarare le regòle da ciii di- 
penoe il calcolo delle quantità radicali , di 
quelle cioè che sono affette da uno o più se* 

gni , ec. vale a dire da una o più po- 

tenze fratte. 

Diconsi radicali semplici quelli della for- 
ma V P, nell’ipot. che P sia un polinomio 
razionale ; misti qualora sieno della fonna 

A*. ^ B±:ÌJ C ec. ; universali come 

a/ ^ p c ec.) . Sì gli uni che gli 

altr> diconsi reali se l’ estrazione delle >*adici 
non soggiace a contradizione, immaginari 

vn j 

è impossibile . La formola di questi è y—N. 
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am / 

In fatt^se esistesse un n.® ± x = V do- 

vrebb’ essere (±x)=^ = ry— iV)*” = — iV* 
Ma la potenza pari 2 m di si forma mol- 
tiplicando per se stesso il n.® a: un n.® di 
Volte = 2m—\ , ed una tal moltiplicazione dii 
sempre il prodotto positivo , giacche 

— XX— xX — xX — xX— ar=+ ,ec.ec. 



sm / %mj 

La formola y —N equivale a.V(iV><-i)=5 

sm/ imi 

V N \ — 1 , e questa si riduce alla forma 

sm / . imi 

\ -y . 

Un radicale si rende più semplice portando^ 
fuori del segno que’ fattori che sieno potenze 
deir ordine costituito à’dWindice del seg^o stesso. 

Così \/ *c + a"* cP e) è = a V c-\- e^. 

Si ha pure 



V(a + = V[ ] = 

\/ ( a-t-A)* = (a-+- b') ^ {a-¥^b ) . 

Es.® di somma . Va* b+ fr=(a+-a* 

Es.® di sottraz Va*b—^a^ c* =a(yb—^c* ). 



Per moltiplicare o dividere Ap per ^ B^ , 
dove B possono essere polinomj , si deduce 
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, B’' : quindi (5o) A"^ , ossia y A^p, y JS" 

e si ha 



t!s.® di moltipl.”® . . . 
li Va ^X5 ^ a— b— 2 \/(a X5 V 

6/ i 

— 1 0 V (<?•<“ (fl — ^)* « 

Es.** di divis.“®. .... 

(5/;,!3V^^=i5V;>’:3V9-=5^|. '' ' 

Si ha pure 

{\/ap )i =\Ap^,ese pq—m,^A'^—A^~A* 

( 

Se i radicali sono misti come 

3 / 3 ; 

a + 2V^a V b ; 4<*~3/a 2 V ^ » 

ai riducono alla forma 

a +- 2 V a’ V 5 4a— 3 V a* 2 
e si procede al solito 
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Ès.® ^ 

a -f- •j.\J -1- V^’ 

6 / 6 / 

4« — 4- 2 V^* 

4a*"*" 4^V^^’ 



— 3a V«^ 






+ 2 « 






Prod.“ s 



x^iuu. SI S; 6/ 6; 6/ 

4«* 4- 5aV«^+ 6av^*"6Vfi*+ ^ 

ossia 3i «I Si 

4a* 4-5av/a4-'6a V 4--Vfi*^*+'^ V • 

Trattandosi di dividere 6a— Va’ — isV^* 

per 7 .da— 5 \b fa d’ uopo ridurre il 2.® ter* 
del dividendo alla forma —Va\b, 



mine 



Es.® Di vis/* Dividi® Quoz.** 

2V^a-3 V^) ...6a-\/aV^i2V^* (3\/fiH-'4V^ 
%a-^\/ayJb 

Sv/aV^-isV^* 

8 \/«V^-i2Va* 



76 Notisi pOT rapporto ai radicaU im- 
maginar] 
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I* Che V—aV—b = Va\/—\'K'^bV—\~ 

VaVbxV—\V — \ — VabX{y — i)* = V'aAx-l, 
cioè V—a,V — ^ ab . 

2. ® Ché(\/— i)""-»-* — (v^—i)”» \/— i=H=^V_j. 
Il segno — se /n dispari. 

3. " Che un n.° pari di radicali immaginar) 
quadratici dà un prodotto reale . In fatti si ha 

y/ — —b—-^y/ ab\ y/ — cV—d= — y/cd^ ec. e perè 

^ —a^ —bV — qV — d='^ abcd -, ec. 

im in an sra 

4® Che (y — — \^^ = y/A** 
quantità reale . 

5.® Che ogni radicale misto immaginario è 

im 

della forma A V—\ ^ la quale si riduce 
2ÀA±:B'J—\ se 7»=2;;-t“ 1 , e se m— 2^ equi- 
vale diAA±_ Bs/v^v' V—ì y dove il n.’ de’ 
radicali è = y se 2 è fattore g volte in 2 p . 

La 2 .* parte è manifesta. La i.* si verifica 

»(2f -t-O ap +-I 

osservando che v'— i è = V V—i ; che il 
quadrato dell’ eq. 

tp 9p-f t 

V V-y-l=V — 1 dà V — 1=— 1 j 

che l’ uno e l’ altro membro dell’ eq. 

V“*"* 

( y/— 1 ) V ■*-* = 1 ) « coincide con — i . 

^ Non è dunque vero che qualsivoglia espres- 
sione immaginaria sia della torma A+ Bv—i, 
Ciò che può stabilirsi su quest’articolo è: 
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Che qualsivoglia espressione affetta da quan* 
iità immaginarie quadratiche pub ridursi alla 
forma A -±,Bv — i . 

Questo tatto analitico provasi a posteriori 
effettuando qualunque operazione sopra uq 
dato n.® di quantità della forma 

a -±: bV— 1 , a, ± by— I , ec. . 

Così {^a-^bV — — 0~ 

aa ^ — bbj {a b -^abf s/—i=A + B / — i ; 

a-^hV’,\ {a -^b V"-i) 

Oj-^by-\~ (a -t- ^y-i ) {a-by~\)~~ 



aa 



•*r~hb ^ a^b—ab^ , 



il • 4 “^ * 



a. 



V-r\=A B'/-\\ 



ar^'*b* 

' ^ 3 

3 3 

Si fa— ^ la somma de' termini disito dispari ec, 
termini che sono tutti reali , perchè affètti dalle 
respettive potenze o, 2 *, 4 % ec. di v'-i . 



CAPITOLO V. 
Estinzione delle Radici 



% 77' I)ato' un n.® N assegnare il valore 

esatto o prossimo di ViV’ è nell’analisi mista 
Un probi, essenziale I la cui soluzione quasi 
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spontaneamente discende da quella dell’analogo 
probi, algebrico: Dato un polinomio X tro- 

m; 



vare X. Per farci strada a risolvere il prec, 

f )remettiamo alcuni criterj , diretti a prevenire ' 
'inutile tentativo di un’estrazione impossibile, 

§. 78. Teor. I. Il quadrato di un binomio 
è necessariamente composto di tre termini; 
due abneno sono quadrati positivi, almeno 
un coertìciente equivale alla doppia radice 
quadrata del prodotto degli altri mie. Dim."« 
Indicando per m, , due monomj qualunque, 
p*r a,a^ due n.‘ , am +a,m^ rappresenta un 
binomio qualunque (1) Ma in 



a^my —a* + 2 aamm,^a^^ m * 

non può supporsi che due termini sieno simil? 
(47 Osserv. 2.* ) senza che si verifichi una 
dell’eq.* 

m* =mm^, -=z m* , /ww = m * 

e cia^una di queste dà m = in^ contro l’ipot. 
che i termini a m , a m, sieno irreduttibili . 
Dunque ec. 

I quadrati sono positivi di loro natura: sr 
è detto due almeno perchè posson essere qua- 
drati tutti e tre i termini. La 3 .* parte si 
verifica osservando che 2aa^, coefficiente di 

mm^ è = 2\/ «*•«,“ . Il quadrato 

+ 1 6tì* 3 * + 1 63 '^ = 2a* + 43* * J ba due 

coefficienti dotati dell’anzidetta proprietà. 

Per et.® il binomio è un caso particolare della for* 

mola a m -«-a, la, e «i ottiene facendo «S Seda, 
m,z e di. 
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' §. 79 - T'eor. II. Il ii.® de’ termini componen* 
ti il »jaatÌra(o di un trinomio non è < 5 
nè > 6, Dim."® Essendo m , tre moncK 

mj, tre n.* .si lia 

Esclusa la somis^lianza di due quadrati e di 
due doppi prodotti, perchè ne proviene una 
dell’eq.‘ , w — m„, m^m,, contrarie 

all’i^x)t. che i termini del trinomio sieno irre- 
duttihili, tentiamo se possano coesistere due 
dell’eq.* m* - m , m * — mm^ , m* 
per es.“ le due w* = , m* ~ mni^^ . 

Dalla i.*./7f= la 2.*f si canina in 

' m„ O ^ // 

ossia in J ^ dà m—m,. Siccome si hu 

un rispltamento analogo assumendo due altre 
delle anzidette eq.* , si j)uò concludere che due 
soli fra i termini componenti il quadrato di 
un trinomio ammettono riduzione e però ec. 
Dunque 

§. 8o. Teor. III. Un binomio ed un quadri- 
nomio nmi ammettono radice quadrata. 

§. 8i. Teor. IV. Il quadrato di un quadri 
nomio è composto di un n.® di termini non 
c 7 nè > io. Dilli."* Che il n.“ de’ termini 
possa essere — 7, 8, g, risulto dall’ispezione 
de’quadrati seg. . . • 

(rt* )» (7 term.) 

(a* -fa=*4-«+i)* (8 term. ) 

(a* + arò 4- + c )• (9 term. ) 



Digitized by Google 



J29 

Che non possa essere > io lo prova lo svilupf 
panieri to di 

* Per dimostrare che il minimo n.® de’ ter- 
mini è=7 considero 

Esclusa la somiglianza di due quadrati per- 
chè riduce i termini del quadrinomio a tre , 
veggio che per la stessa ragione fa d’ uopo 
prescindere dalla somiglianza respeltiva di due 
coppie di doppi prodotti . Supponendo per 
ts.° risulta 

e tolte le frazioni si ha 

' *'/ W/t 

~w/ cioè Gò posto riu- 
nisco le combinazioni possibili nel prospetto seg. 

... ('”/'»» 3 cw W,„ , \ 

( 7 ; ni 1 

I ('»»,/"./> <«* >», ) I 

(8)j. ^ nim,==m, ==OT, »»/,,, ^ f 

ed osservo i.“che qualora i termini possano 
ridursi a 6 debbono verihcarsi tre o qiiattro 
dell’eq.* (7) : 2.® che è del tatto indifferente 
assumere per 1 ipot. uqa piuttosto che un’al- 
tra delle predette eq.* Fo pertanto 
escludo subito 

distruggerebbero un termine 
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del quadrinomio, e prescelgo m * Siccome 

questa esclude * ed m '^mm , le 

ipot. ammissibili relative all’eq.* (7) sono 



(S')< } 

È inutile considerare gli altri 4 sistemi di 
combinazioni , perfettamente analoghi al prec. 
cioè 



e ni*z=m,m,„,m\z=mm„ , a 

C > ”»*/="*//'”<// ^ ««*=»««, , m*,„ =ff»,/»r , ^ 

4 , m*, =mm„ , , m\„=nim, i 

Tre quadrati si possono combinare ciascuno 
con un solo prodotto, e le tre combinazioni 
essendo analoghe, possiamo assumere 

(io)| m*z=m/n„ , m\z=mm,„ , m*,p=m/n,„ , mm,=m„m,„ ^ 

Tutto dunque si riduce a determinare se 
sieno compatibili i sistemi (g), (10). A tal ef- 
fetto , siccome toma allo stesso il considerare 
Tino o più elementi , pongasi 



/w=«" , m — «P', . 

Affinchè si verifichino le due combinazioni 
del sistema (g) debbono rcspetCivamente coesi- 
stere le seguenti eq.* 

(i 0 ^ an=n,-»- n„ , 2/1,=» yin„p=n^„\^ 



Digilized by Google 




i3i 



(la)^ jn=n 2np=n 2nj,-=n,-t-n,„.2n„p=n-*~n, ^ 

Ma il sistema (ii)dà n = n='n =n^^^-, il 
sistema (12) si riduce a 5 n := 5 ai , bn^—'òn : il 
1.® risultato distrugge il quadrinomio, il 2.® è 
assurdo . Dunque l’ eq.* del sistema (q) non 
sono compatibili . Verificandosi lo stesso per 
rapporto al sistema (10) si può concludere che 
è impossibile la riduzione di 8 termini a 4 
nello sviiupjiamento del quadrato di un qua- 
drinomio e però ec. 

5. 82. Teor. V. Un quintinomio che non 
escluda la radice quadrata contiene due qua- 
drati positivi , un sestinomio tre , un settino- 
mio uno o due , un ottinomio due o tre , un 
novinomiò tre o quattro, un decinomio quattro. 

§. 83 . Teor. VI. Il massimo n.“ de’ segni ne- 
gativi nel quadrato di un binomio è = 1 , in 

; |uello di un trinomio ,è = 2 ,edè = 3 in quel- 
o di un quadrinomio. 

Ciò risulta dal respettivo sviluppamento di 

(« — 3)*, («--3 — c)*, (a — 3— c— fi?)* 

I Teor. prec. servono in moltissimi casi 
a riconoscere anticipatamente l’ impossibilità 
dell’ estrazione . 

. §. 84. Omessa l’estrazione della radice qua- 
drata da’ trinomj , de’ quali è troppo facile ri- 
conoscere l’ esattezza quadratica ea assegnai 
la radice ( Teor. I. ) vogliasi 

y[i6a^ — 160^3 H— 28 a* 3 * — i 2 « 3 ^ - 4 - 93 ^](=yjQ 
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' Dopo di avere osservato che la radice, qua- 
lora' esista , dev’ essere un trinomio ( Teor. II. ) 
e che la medesima non resta esclusa da’ 
Teor. Ve VI, ordino i termini come per la 
divisione algebrica , e chiamando massimo 
il termine affetto dalla più alta potenza della 
lettera , prescelta nella aistribuzione de’ termi- 
ni , indico per x il massimo termine della ra- 
dice , per y' la somma degli altri , e però isti- 
tuisco l’eq. 

( ar -4-j- )• = X* -i-2xy -hy* . 

Siccome il massimo termine del quadrato 
necessariamente proviene dal massimo della 
radice si ha jt* = i6a^ , x = 4a* ed, 

X=i6a* •^8a*yt-y‘ . 

Tolto 1 6 a^ dai due membri resta 



I— ò-h 28 a* If* —i2aò^ ■+- [=r( 8 a* 

e ^alunque sieno i termini affetti da a nel 
polinomio r , è certo che — \8c^b equivale al 
prodotto di 8a* pel massimo termine d’^ , 

termine che in conseguenza è = — ~— 2 ab. 

Sia y ^ ciò che manca a ~ 2 aA per com- 
piere la radice. L’eq. 

-3l= (4a* — 2 (4fl* 4-jy * ^ 

sopprimendo ( — 2abY in ambedue i mem- , 

bri, si riduce a 

II 24 <J* b* —1 2ab^ gb^ =2 ( 4 «* T'i-aV) y f-*r~y f ; 
risultamento che si ottiene più presto sottraendo 
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dal 1 f® membro dell’ eq. I il prodotto 
— ^ah ( 8«“ — lab ) , il cui tipo si fonna scri- 
vendo il 2 .® termine della radice accanto al 
doppio del 1 .® , e moltiplicando il binomio che 
ne proviene per lo stesso 2 .® termine —‘lab . 

11 massimo termine b* del polinomio resi- 

duale II equivale al prodotto di 8a^ pel mas- 
simo d’/y ; perciò quest’ultimo è =3ò* 

Sapendosi ( Teor. II. ) 'che la radice , qualof^ 
esista , dev’ essere un trinomio , altro non re- 
sta che verificare, l’identità del polinomio X con 
(4«V —2ab 4-3ò* )* , o più speditamente, del i/ 
membro II col prodotto 



{ 2(4«* — 2a^) -t“33* } 33* . 

L’ elStraziofìe dai un sestinomio è piu bVeV^, 
perchè nell’ ipot. che sia un quadrato dee con- 
tenere il doppio prodotto del i .® termine nelljii 
somma degli altri due. Avendosi per es.® 




a* 3* -t— 




2a 




si scriva -t- —ab') c* -h a* 3* —23^ h- — i 



estraggasi la radice dal massimo termine £- © 

>6 

si ponga £, in radice : indi si divida il 2 .® ter- 
mine 

-i — a3)c* per £- doppio di . 
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Il quoziente — — ab dggiunto a — cioè 
« 4 

JL — ab , forma la radice richiesta , qua- 
4 a 

lora il prodotto 




il cui tipo si forma scrivendo la 2 ** parte della 
radice accanto al doppio del i .® termine , e 
indicando la moltiplicazione del trinomio che 
ne proviene per la stessa 2 .* parte , coincida 
col sestinomio proposto diminuito del termine 
massimo , ciò che infatti succede . 

Si cerchi 



V[5a^ -<-3a* 3* -i~b^ -t- — 4^^ b-t"-— — \-7.aìt\ 

^ h% h 



Dee trovarsi radice ossia 



= — -4-«3 -K-a* -t- b' . 
h 

85. Ad agevolare il conseguimento della 
radice quadrata di un dato n.® giovano le se-, 
guenti nozioni preliminari: 

I. Che i respettivi quadrati di 

*>2,3, 4> ^> ^> !^> 9» 

sono 1 , 4 > 9 > J 6 , 25 , 36 , 49 > 64 > S* > 

IL Che il quadrato di un n.® iV, composto di 
a unità, b diecine, c centinaia , ec. si decom- 
pone nelle parti comprese nello sviluppamento 
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(a eoo ec. )* . Cosi "^* è= (^5o h- 6)* 

1^* h- 2.5 o .6 -1—6* = 2600 -+-600 -+-36 = 3i36. 

» 

III. Che V ^ contiene tante cifre quanti sono . 
i membri di due cifre ne’ quali può spartirsi, 
contando l’ultimo per completo ancorché non 
tale . Ciò può dimostrarsi in due maniere : 
Dim."® 1.* . Sia m il n." delle cifre compo- 
nenti Ny iV il minimo n.° di m cifre cioè 
100... (m — 1 ) ; il minimo n.“ di m-h 1 ci- 
fre, ossia ioo...(m). È chiaro che 

iV/ [ = ioo...(2/n— 2)] 

è composto di 2/n — i cifre ; ed 

— 100 ...(2/n)] di 2/n-»-i cifre. Ma 
iV=ò>iV ed JVcJV^^ [lerchè 9<io , 99<ioo,ec. 
Dunque anche iV*=ò>iV/ ediV^ciV^ *. 

Avvertasi che è il minimo n.® di 2/n -+-i 
cifre, e si concluderà che il n.® delle cifre di 
JV* dev’ essere uno de’ seguenti 2//i— 1 , 2/n. 
Viceversa se il n.® delle cifre di JVè = 2/n , 
ovv. = 2m—i , VN è ài m cifre , cioè di tante 
quanti sono i membri di due cifre in cui N 
può spartirsi contando l’ultimo per completo. 
Infatti se Vjy contenesse /n— i cifre, il suo 
quadrato ne conterrebbe un n.® . 

=2(/n— 1)— 1 , oW. 

cioè un n." <2/n e <2m— 1 : e se il n.® delle 
cifre di v'iV fosse :^m-^ i quello delle cifre 
del suo quadrato sarebbe=2 (w •+- i)—j ovv. 
=s2 (ni -J- 1 ) , cioè un n.° > 2/n— 1 e > 2ni . 
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2/ Sietio le cifre di JV-. Il qua- 
drato del minimo n.® di /» +. , cifre cin^> 

( loo . . . (m) )* ( 1 ) contiene 2 m + 1 / ossia 
3 (/n -»• 1)— 1 , cifre . 

Jl quadrato del massimo n.® di m—i cifre 
o^ia 9» (ili. ('”—•) )’ ne Contiene 2 (m~i) ! 
Qo risulta dalla natura del prodotto di due 
fattori della forma in...(^,)^ perchè la 
moltiplicaziohe per la 2.* cifra 1 accresce di 
una cifra il prodotto, di una nuova cifra l’ae- 
cresce la nioltiplicazione per la 3/ cifra 1 ,ec.- 
1 aumento finale essendo dim_2 cifre, il total 
n. diessein(i 1 i...(/7i-i))« è=m-i -f- m-2=2m-3: 
ma il predetto quadrato necessariamente co- 
miiicia per 12 3 A... (?oNota) e la moltipli- 
cazione di un tal n.® per 81 ( = 9*) non può 
aumentare che di una sola cVra il prodotto . 
Dunque il quadrato del massimo n.® di m—i 

^®*?j^*6ne 2 (/n— 1) . Per conseguenza il 
n. delle cifre com portenti è < m a- 1 

— 1 cioèi=/w. 

Lo ste^ calcolo si adatta all’ipot. che le 
cifre 1 iV sieno 2/n -t-i : basta osservare che 
il quadrato del minimo n.®di /n 4-2 cifre, 
cioè ( 100.., (m-+- 1 ) )* , ne ha 2m+ 3; che n© 
na ossia 2m-i il n.® ( 1 1 1 ... (m) )» 

e però 2/n il quadrato del massimo n.® òì m 

cifre 9»(iii,..(/n))«. 

Es.° 1*® Si dimanda \/ 5476. 

Qualunque sia la radice richiesta è certo . 
V n,® III ) eh’ ella dev’essere composta di due 

m” err*”** 1’ unia da»' esaera M(aita ix 
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cifre, che il quadrato delfà i.* cifrà non con- 
tiene unità (li un ordine inferiore al centinajo', 
che in conseguenza ( bo )• sta in 6400 , c ioè 
in 54 ; che de’ quadrati minori di 64 si deè 
prendere il massimo , perchè ( Mo y è ne- 
cessariamente <5476. In generale SI ha 
(Mo)® =o<iV’, dove il segno = corrispoutfe 
al casof die il i.“ membro a- sinistra del n.° IV 
sta Un quadrato e le cifre del 2^® membro sie^ 
no due zeri. 



Il massimo quadrato M* essendo nel caso, 
attuale 7*(=4g), tol^si questo da 64 ed ac- 
canto al residuo 5 scrivasi il 2<® membro yf>. 
Il n.® 676 dee contenere 2x70X0-1- a* e la i.* 
parte di questo 2.® n.® cioè 2X7X00= 14.00 , 
siccome non contiene unità semplici dee tro* 
varsi in 670 , vale a dire che 140 dee stare in 
67. Dunque 140 3=0 <57, dove il segno = si 
riferisce all’ipot. di o <4. Qualunque sia l’ipot. 
può prendersi per o l’ intiero compreso in 57 

diviso per 14, cioè'tf=^ = 4 » purché il 
* j4 



n.® che si ottiene sostituendo 4 ® 

3 X 7 oXa-|-o’ pòssa sottrarsi da 576. Effettua- 
ta la sostituzione si trova 



2X7oX4~|'4’ — 56 o+i 6—676 e 676—676 è —o. 
Dunque d valore 0—4 è ammissibile e si ha 
esattamente 1/6476=74. 

Siccome zba-j-a* è — ( 2b+a')a si forma su- 
bito il n.® 2X70x4+4* (“^76) scrivendo la 2* 

cifra provvisoria 4 accanto al doppio 14 della 
1 .* 7 , e moltiplicando per la stessa 2.® cifra .4 
il risullamento i44 • 
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•• Es.® 2.® Si dimanda V 5 ^ybS. 

Siccome (n.® Ili) la radice dee contenere ' tre 
cifre , si cerchi col metodo prcc. la radice pros* 
sima in n.* intieri di 647 , ed avendola trova- 
ta =23 si tolga (23)’ = 529 da 647 : quindi si 
consideri 23 come la 1.* parte 3 della radice 
richiesta , e procedasi alla ricerca della 2.* di- 
videndo i8d, n.® composto del residuo 18 
(=^547— 629) e della cih'a 5 spettante al i.° 
membro, per 2>23; ottenuto il quoziente 4 
si tenti la sottrazione di 4^4>^ 4 (=-i856), e 
perchè questa jiuò effettuarsi sarà 234~V^547^^* 
La predelta radice è esatta perchè il residuo 
della sottrazione è = o. 

Quando iV è di 4 membri si cercano le 
j)rime tre cifre della radice come se il n.® dato 
fosse composto de’ primi tre membri a sini- 
stra; si riguarda la predetta radice parziale 
come la 1.’ parte ò di VJV e si opera come 
sopra per determinare la 2.* . 

Si scrive zero in radice quando la divisione 
pel doppio della radice parziale già trovata non 
può effettuarsi. 

ELcco il prospetto dell’ operazione per un n.® 
di 5 memori . I n.' accomjjagnati dalle lettere 
, ec. sono il doppio delle respettiva- 
radici parziali successivamente ottenute; 
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iV—i 0.44*7 7*6 3.2 g 


62 


9 


2 


D , 


1 24 


" ^ *929 

12924 

193929 
jD„ 6464^ * 93929 


6462 

2 

1 2924 



o 



ì 59 



643 
3 , 



*929 

64643 
3 ' 



*9^929 



§. 86 . Trovate m cifre si ottengono con un 
semplice artifizio tutte in una volta /«— 1 .ci- 
fre susseguenti. 

Detta a la parte cognita della radice , x quella 
che rimane a trovarsi si ha +2ax+a* , 
e quindi 



N—a* . X* 
—x+ — 



dove — < 1 

2rt 



perchè il n.® delle cifre d’ x’ è (85 n.®III) 
p Q.{m— 1 ) ovvero ~2(m— i )— 1 — 2 m— 3 , men- 
tre a è composto di m cifre seguite da m—i 
zeri, cioè di 2/w— 1 cifre. Dunque il numero 
che deve unirsi ad a per formare in n.* intie- 
ri il valore di v'iVè x= — in n.‘ intieri. 

2 a 

Il calcolo del n.® intiero - ~^._è precisamente 
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te quello con cui con l’ordinario metodo si 
prette alla ricerca della cifra della 

radice . Si tratta di dividere per o.a il n.® cor» 
rispondente a Nell’ es.® prec. dovem =3 si 

ha . In fatti 

' - 3A Ut 3a 



1044776329 
1 043290000 



= 1486329: 



ma perchè 20=64600, si trovalo stesso quo- 
ziente intiero dividendo i 4863 per 646 (—20) 

. Il prec. artifizio cessa di esser utile quando 
JV supera il massimo quadrato compreso nella 
tavola delle potenze , perchè dopo aver trova.* 
to il n.® jc fa d’ uopo assicurarsi se o+x sia 
la radice esatta , il che dipende dall’ identità 
d’ X* col numeratore della frazione residuale . 
Nell’ es.® 3 .® cercando 23 si risparmia la sola 
operazione che serve alla ricerca dell’ultima 
cifra 3 , ma in compenso bisogna sperimentai* 
re se ( 23 )* = 629 , numeratore della frazione 

residuale , risultante dalla divisione di 

646oo 

1486329 per 2/2=64600. 

5. 87. Trovate tante cifre di quanti sona 
i membri di due cifre in cui iV può spartirsi 
(85 n.® Ili ) si prosegue l’estrazione, aggiun- 
gendo all’ ultimo residuo , che sempre si ha 
quando iV non è un quadrato , m coppie di 
zeri , e separando con la virgola m cifre verso 
la destra . Ciò infatti equivale a sostituire 
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V I" iVx(ioo...(/n))’' 



i4i 



•] 



ossia 



\/ [^iVx(ioo...(/n))* JaViV. 



i/x) . . . (oi) 

Trattandosi per es.“ di assegnare la radice 

Q uadrata di 64768 si trova 1/54768=234 ed 
residuo 1 2 su cui non può proseguirsi l’ope- 
razione , supponendo moltiplicato e diviso 
il n.® profiosto per ^1000)* , si nanno tre cop- 
pie di zeri consecutive alla cifra finale 8 , le 
eguali si possono successivamente collocare alla 
sinistra del residuo respettivo , e ciò da luo^^o 
a rintracciare tre nuove cifre della radice, cl^e 
per altro si sparano con la virgola perchè il 
risultamento finale si dee dividere per looo . 
H^co il prospetto di tutta l’operazione, 

A. 234,0.26, .. 

5.47.68 

4 






1'/ 



147 



43x3=* 29 



/1868 

46^ 

464x4=1 856 



468 



y l 200 



yrl 20000 



4680 

46802X2= 93604 



4.68046X5=2340225 

299375 
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Per mettere in pratica l’ artifizio del prec. 
vogliasi V 2 con 6 decimali . 

Aggiunte 6 coppie di zeri alla sinistra della 
cifra 2 si cerchino le prime 4 cifre col solito 
nietotlo , cioè : 

R . 1,4 1 42 1 3 | 5 

2. 00.00. 00.00. 00. oò 

1 



« 



-1 00 
2^ * 



24x4= 96 



X 



400 



28 

281X1=28 1 



. .1 1000 
282:^ • 

2824x4=* * 296 
604 



Ad oggetto di avere tutte in una volta le 
tre cifre seguenti si divida 604000 per 2828 
(^=2X1414) (così sopprimonsi tre zeri nel di- 
videndo e nel divisore); il quoziente è 21 35 , 
e nel caso attuale risulta esatta anche 1’ ulti- 
ma cifra 5 . (1) 



(i) Alcuni propongono di mettere iV sotto la forma di {— , dove 

ed a* il quadrato pii» vicino ad JV, e di svolgere («* 

Questo metodo però è sovente meno esatto , sempre piò laborioso . 
segnatamente se N sia molto grande, perchè la determinazione di 
a,‘* , se non abbiasi pronta la tavola delle potenze , esige l’estrazione 

df ^ N in B.' intieri. Cosi per procedere alla ricerca di 547^3 
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5. 88. Se iVè una frazione si svolge in decimale, 
con 1 ’ avvertenza che le cif re dojx) la virgola 
sieno di n.° pari im : si tratta il nuovo n." 
come intiero , e nel risili tamento si separano 
con la virgola m cifre a destra . Cosi 

^ % = V'o , 42867 1=0, 664 . 

Infatti moltiplicando 607 per (1000)* si 
ottiene 

V- =— =t^v/ 42857 I =®i. 

1 7 1000 1 7 1000 looo 

m ; 

Si ha pure ='^3,42867 1=1, 

1 7 

Cangiando^ in si ha s/ V— — — , 

7 7 • 7 49 7 49 7 

f« d’uopo trovare la radice intiera »34 , indi effettuare il fastidiosla 

•1 . '/• ” 

nmo tviluppamenlo [ (s 34 )‘-t>ia ] a a 34 -*- '/«-“TT ®‘'i e Cnalmen- 
te loiumare parecchi termini . 

Trattandoti per et.® di appurare > 

Vi 5 o «i fa \Zi 5 * - \/ [(ia)»^-6] ; poi biiogua dedurre 

^ [(> 3 )* + 6 ]=i 3 4- — y ec. 

24 8x»726 i6X24bb3a >a 3 x 33 tìttjoa 
I 9 I I i 3 ^ 

4 3456 ib 43 a 955 i 488 

firn • 

l + 0,3 5 I 

= , •— o,oo 36 o 4 t (=13,3474360. 

I + 0,0 o o o 5 4 a ( 

' — 0,0 o 0 o I 4 1 f 

ma le tre ultime cifre di questo risultamento tono difettive giacché 
il vero valore di S/ i 5 o è ii,a474487, ed il metodo del i. 8fi lo 
lomminitUa tpeditamente. 
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e perchè V 2 1 = 4 >^ 9 ^ ottiene V */» = o, C 56 , 

% alore eh’ è già eccedente alla 3 .‘ cifra , 

89. Coi prbicipj sopra esp)sti si risolve 
ogni eq. di 2.° grado , cioè x* -\-px-\-g=o, dove 
/;// suppongonsi due n.* dati. 

Intatti i| I ° membro dell’ eq, x* + px=-r/, 
siccome equivale ad x* + ‘ix.'l.p, comprende 
il quadrato d ’ x , più il doppio prodotto d’ x 
in un 2° termine 'i*p , ed altro non si richiede 
che aggiungergli (’/•/?)'* pefchè coincida con 
(j7 + •/•/?)* . Facciasi la stessa addizione al 2*’ 
membro onde non alterare l’eq. e si vedrà che 
per liberare l’ incognita nell’ eq. 

X^ + 2X. V. p+ ( 'Up y =i’l»py —7 y 

equivalente alla proposta , basta estrarre la 
radice quadrata dall’ una e dall’altra parte 
poiché SI ottiene 

jr + ’Ap = v' [(’/./?)* -«7]; 

quindi jc =— 'Ap *t \/ [ ( ’Ap)* — 7 ] , ossi^ 
jt>=«A {—p± V/?* — 4 v) • 

si prende +1 perchè ( ±: «)* — a* . 

1 due pi^. valori d’x lianno la proprietà di 
verificare la proposta, vaie a dire che se si sosti- 
tuiscono successivamente per x in x’ _ppx-l-^=o 
danno il risultamento identico —q-\-q — o 
(1) 11 prodotto 

[x-f'Ap-'A V/^’‘ -47] [jr 4 ’Ap+’A Vp’ -47 ] 
coincide con la proposta . 

(0 La TÌsolurione del}’ equazioni è da noi fsposta rtA Libro IV. del 
Calcolo Algebrico . 1 primi principi che abbiamo anticipali erano in- 
diapensabili per 1* intelligenza delle dottrine auailiari dell’ Anali» 
Algebrica, 
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La somma de’ due valori d’x equivale a p, 
il prodotto di essi & q . 

■ 90. I criteri che siamo in grado di sta- 

tih^ per rapporto all’ estrazione della radice 
cubica da’ polinomi sono i seg. 

Teor. I. Un polinoinip che ammetta la ra- 
dice cubica binomia è composto di 4 termini, 
e s’egli è tale non può avere la radice cubica, 
sotto altra forma che quella di un binomio.'' 

5. 91, Teor, II. Un quadrinomio esclude la 
radice cubica i.®se non contiene due cubi : 
2.® se i suoi termini non sono tutti o tutti 
meno due positivi. 

La 1 * parte del Teor. I. si verifica osser- 
vando che nello sviluppamento di {am 
non può supporsi eguaglianza fra due dello 
quattro parti letterali 

, m* mm^ , /«/ , 

senza che ne derivi m—m^y il che distrugge 
il binomio, . 

Il Teor. il. risulta dall’ispezione dello svi- 
luppamento di {am t: omy . 

5. 92. Teor. III. Un polinomio che ammet- 
ta la radice cubica trinomia non può avere 
un n.® di teripini co nè > 10. Dim.** Il cubo 
di un trinomio qualunque am-^am^-^a^jn^^ 
essendo 

jsi vede , che per salvare la supposta di^mi- 
Tom. I. k 
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glianza de’ termini am, api^^a ^ fa d’uopq 
prescindere dall’eguaglianza fra due de’ cubi 
w® , , come pure da ciascuna dell’ eq.‘ 

— Ziti* m , m? = 3 /w/w* , , —Zmm* ; 

4^ i * a 

che in conseguenza le ipotesi a prima vista 
ammissibili sono 

^ m* =Zmjm* , = 7 >m* ^ (1) 

^ mf = 3 m* /n,^,=r 3 mm,* {=(>mmp%^^ | ... (2) 

^ w,’=; 3 /w* =Zmm * , = 6 mtn/n^^ ... ( 3 ) 

Fatta l’ipot. (1) resta esclusa la i.“ (^3) per- 
chè eliminando m„fra l’una e l’altra si ottie- 
ne m„=m V 3 ; si esclude la 1 ^2) perchè ne 

S roviene^m^- ; Una simile ragione fa esclu- 
ere la 2,* ^t. (2) e la 2.* ( 3 ) , come pure 
la 2.* e la 3 .® ipot. (1) . 

Resta la 3 .^ de’ sistemi ^2) , ( 3 ) . Ma la 3 .® (2) 
ossia m* , combmata con la 1.® (1) da 

m==^m^ 12 ,,e la 3 .® ( 3 ) combinata come sopra 
dà m=m^y 18. 

Dunque la sola ipot. primitiva m* ■='bmpi^} 
è ammissibile; e siccome le due prime ipot. 
de’ sistemi (1), (2), ( 3 ) sono analoghe e con- 
ducono per conseguenza ad un risultamento 
conforme al prec. ; siccome la 3 .® ipot. di ciascun 
sistema esclude anch’ essa tutte le altre , si può 
concludere che due soli fra i termini componenti 
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il cubo di un trinomio ammettono riduzione 
vale a dire che ec. ' ‘ ' 

È dunque vero che la radice cubica di un 
quadrinomio è necessariamente binomia come 
SI disse ( Teor. J. par. 2 .* ^ . 

§. q3. Teor. IV. Un polinomio di 9 o di 10 
termini esclude la radice cubica 1 .? sé respet- 
tivamente non contiene due o tre cubi: 2 .® se 
abbia un n.® di termini negativi > 6 , 

Basta osservare lo sviluppamento 

£s.® si dimanda 

V(«» -f-6a* 34 - 1 2aò* +83’ ) (= Vu) . 

Siccome i primi tre criterj non contraddi- 
cono alla radice binomia , ordinati i termini 

deduco Va* =a : fo la radice Il=a+j- e tolto 
il cubo a’ da ambe le parti ho 

I Sa* ò~{~i2aò* +83’ +^’ . 

Siccome uno stesso valore d’r dee verifica- 
re tutte e tre l’eq.‘ 

Sa* 3=3a*j-, i2o3» —Saj* , 83’ 

ricavo dalla ì*jr= ^ =23, e perchè que- 
sto valore verifica le altre due concludo che- 
a -H 23 è la radice richiesta . 
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La verificazione prec. forse in pratica non 
si ottiene con egual prontezza osservando sa 
il 1.® membro del^eq. I. coincide con 

[ -\-'bjaX'2b^ ( 2 ^)* ] 23 , 

espressione il cui tipo si forma scrivendo ac- 
canto al triplo quadrato del 1 termine il tri- 
plo prodotto del 1 nel 2.® ed il quadrato del 
2.* , e moltiplicando il tutto per lo stesso 2.® 
termine . 

metodo con cui si procede alla de- . 

I terminazione di ViV” suppone tre nozioni pre- 
liminari : 

Che i respettivi cubi di 

^ 1,2, 3 , 4, 5 , 6, 7, 8, 9. 

sono i, 8, 27, 64, 125 , 216, 343, 5i2, 729. 

IL Che il cubo di un n.® composto di a uni-, 
tà e 3 diecine contiene le parti che costitui- 
scono lo sviluppa mento ni ( 3 o+a’.) Così 
( 56 )* =(^ 5 oH- 6 )* ; (756)* — ( 75 o-}- 6 )* ; ec. 3 es- 
sendo nel 1 caso = 5 , nel 2.® = 76 diecine; ec. 

III. Che le cifre di ViV sono tante quanti 
i membri di tre cifre in cui N può spartirsi 
contando l’ultinio per completo ancorcnè non 
tale. 

Sia m il n.® delle cifre di iV,iV, U minimo 
n.® di m cifre, cioè 100... (m— 1) ; N il mi- 
nimo n.® di cifre , ossia 100... (m) . 

È chiaro che Nf [— 100 . ...3 (w— 1)] con-^ 
tiene Zm—o. cifre ; 

che iV,* [=100... 3 /n] ne contiene 3 /n -1-1 : 
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Ma N è = ò> N, ed N < N„ perchè 
9< la; 99 <: loo ; ec. all’ infinito: dunque an- 
che iV* '—ò>N^ ed iV’ <iV/ : avvertasi che 
è il minimo n.® di 3 /n •+■ i cifre, e si con- 
cluderà che il n.° delle cifre componenti il n.® - 

dev! essere uno dei seg. : 3 /n— 2, 5m—i , 3 /n. - 
Viceversa se il n.® delle cifre componenti un 
dato n.® iV sia espresso da una delle formule 
5m—n , 3/n— 1 , 3/n , la sua radice cubica è com- 
posta di m cifre , cioè di tante quanti sono 
1 membri di tre cifre in cui iV può spartirsi 
contando l’ ultimo pei^ completo 4 Infatti se 

V contenesse m^i cifre il suo Cubo ne com 
terrebbe un n.® espresso da una delle formule 

3(«— 1 )— »(=3«— 5) i 3(m— 1>— i(=3w— 4>) 3(m— i)=3/7i— 3: 

E se il n.® delle cifre di fosse —ni -+- 1 , 
quello delle cifre componenti il suo cubo sa- 
rebbe espresso da una delle formolo 

,)_a(=3/n •»- i>3(w -^0— i(=3m+' a);3(ff«-»-iX=3/»-»* 3). 

Ciò posto si voglia V 176616. 

Indicando la radice per bo -^-a ( n.® III. ) 
si ha ( n.® II- ) 

iy56i6=(^o)* -f-3(^o)* a +-33oXn* • 

ed il cubo (^0)’ , siccome non contiene unità 
di un ordine inferiore al migliajo , dee trovarsi 
in 176000, Per determinare la cifra b basta 
dunque cercare il massimo cubo 1 26 compre- 

3 / 

SO in 176 ed assumere 3 = Vi26=6. Questa 
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cifra non può essere troppo forte, perchè (io)* 
ossia (5o)* = 126000 è necessariamente 
<; ,1 766 1 ò . 

Tolto da 176 il cubo 126 scrivasi accanto 
al residuo 5o il 2 .“ membro Gi 6 , ed il re- 
siduo totale 5o6i6 dovrà contenere i 
n.* 3.(io)* a , 5.6oXa* , a* . 

Se si conoscesse il n.®3(io)*.a basterebbe 
dividerlo per SXsò* (=3(io)* ) e si avrebbe 
la 2 .* cifra a. Non conoscendolo fa d’uopo as- 
segnare un limite che circoscriva l’errore in 
Cui si può cadere , ed è necessaria una regola 
per correggerlo. 

■ Il n.® 3(io)* a ^ le di cui infime unità sono 
le centinaja , dee trovarsi in 5o6oo . Ciò equi- 
vale a dire che 5o6 è un limite superiore di 
33* a(=3. 5®.a). Si noti con un punto la pe- 
nultima cifra 1 e si divida 5o6per 7o(==3x5)* .Il 
quoziente è fi, e perchè iln.® 3.(5o)* 6 -»- SSo.ò’+fi* 
si può sottrarre da 5o6 1 6 , è 6 m 2 .* cifra richiesta. 
Il n.® 56 costituisce la radice cubica esatta per- 
chè l’ anzidetta sottrazione non dà residuo . 
S’ ella non fosse stata possibile si sarebbe di- 
minuito di una unità il quoziente 6 : in ciò 
consiste la correzione dell’ errore a cui l’ espo- 
sto metodo va soggetto . 

Quando il triplo quadrato della i.* cifra po- 
sta in radice non cape nel dividendo si scrive 
zero per 2 .* cifra , 

Trattandosi di estrarre la radice cubica da 
un n.* le cui cifre sieno più di 6 e meno di 
1 o , avvertasi 1 .® ( n.® Ili, ) Che la radice è 
necessariamente della forma c oo-+-'3o ; 
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2* Che il cubo di coo+ bo non contiene uni- 
tà di un ordine inferiore al niigliajo , e però 
non può far parte delle ultime tre cilre: 
3.^ Che trovata la radice parziale co-f-3, del 
n.® composto degli ultimi due membri a sini- 
stra , altro non 'limane die riguardare co-^b 
come la i.* parte della radice totale, e proce* 
dere col metotio dell’ es.® prec, alla ricerca della 
2.? .parte a . 

Trattandosi peres.® di assegnare V 1 2.48;?. 1 68 
si cerca la radice cu bica 23 di 1 2.487 : da que- 
sto n.® si toglie (23)’ cioè 12167; accanto al 
residuo 32o si scrive il i.® membro 168, e 
considerando 23 come la 1.* parte della radi- 
ce si divide per 5(23)* (=^i587) il n.® 3201 , 
escludendo le ultime due cifre 6,8, perchè 
l’unità dell’infim’ ordine contenuta in 5(25o)*X« 
è il centinaio. Il quoziente 2 è ammissibile 
perchè 

3(23o)* X2 +'3X23oX2* + 2^ ossia 320168 
può sottrarsi dal n.® residuale 32oi68: anzi 
perchè la sottrazione non dà residuo la radi- 
ce è esatta . 

Si cerchi V 1 2.5o3.322. 1 6 1 . Ella dev’ essere 232 1 . 

5. g5 Trovata la radice in n.* intieri si pro- 
segue l’ estrazione in n.* decimali aggiungendo 
tre zeri all’ ultimo residuo ; la nuova cifra 
esprime decimi di unità: si aggiungono tre 
altri zeri al residuo susseguente e la cifra ot- 
tenuta esprime centesimi, e cosi ec. 

Infatti l’addizione di una terna di zeri equi- 
vale alia moltiplicazione del n‘.® proposto 
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I ier looo e però della sua radice diibicàpef io; 
a giunta di 6 zeri moltiplica il n.® per un mi- 
lione e la radice cubica per i oo perchè 

3/ 

V loooooo— loo; ec. 

L’ operazione prec. si pUò compendiare con 
un artifizio analogo a quello del 86 , perché 

facendo fisulta 



JV — a* X* X* 1 X* 

--X-H dove _ 

3a* a ìa* a 




sono frazioni genuine purché il n.® x conten- 
ga una cifra meno di a (i)* Cercando per 

es.® V74.394.51 6 con 4 dechnali si opera nella 
maniera seg. 

R . 420,5 
74. 394* 5 16 

^ 10088 (=5)4o(* X24-3x4oX4+8) 




41 600875 



Aggiunti tre zeri al residuo 41600876 si di- 
vida il n.® che ne proviene per 
53046075 [ =5 A (4206)* ] e si avrà per quozien- 
te 784: quindi 

X* Jt* 

(0. Che ~ sieno frazioni genuine ti verifica come nelf. 86/ 
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1/74.394-516 = 4^0, 6784 (i) 

5. 96. Se si cangi in 

avrà V 



ab* 



. Così 

S- -V^48- 5,63 



& 

3i 



e Éi 



(i) Per l'estrazione della radice cubica approssimata alcuni autori prò. 
pongono un metodo analogo a quello che indicammo ndlla Nota dei 

{■ 88. Essendo U il massimo cubo compreso in N, «è* 

pongono sotto la forma ( ^^e sommano alcuni 

termini dello rriluppamento . Essi fanno per comodo a* — — xy 

rappresentano per A il i.e termine , per A il a.» ec. della formòla 

( i) del {. 64s dorè si suppone sostituito ’/s per ns , e rìcarano ^ 
dalla formola 

(x + xyyh = jd a- '/s idjt -Vs VsCy-'AdV-’Visffy e& 

che oltre di essere sommamente laboriosa, esige anche restraxionr di 

JV in n.' intieri onde arere x Cercandosi per es.*la 

del n.o 74.3o4.5i6 contemplato sopra , convien trorare t — f4io)*-: 
dedurre dall* eq. * +.ay— 74.394.516 il valore d' y cioè 
74394516 

y=— — — 1 =o,oo4t37»4 dove u prendono 7 decimali per 
740880C0 ' ^ 

•reme 3 esatte nella radice , per lo c he fa d’ uopo averne esatte. 5 
nella respettiva espressione di 'ji >fy , ‘/j By, <c. Facendo tutti i 
calcoli SI ottiene : 

'sd (=x'h ) =410, oo4i37a=o,579ao^} 

1 ^'(:X:-‘liBy) =~*jsX ®, 5793080 X ®*®<i4 1 37a=:-©,ooo7987...iiD,=o,Oooooeci 

ìì ( 4*® ) 

e Y 743945 i6f=:=.d + 5791080 5 =410,578^93 . 

0,0007987 ) 

Un calcolo cosi prolisso dà solo per accidente la 4-* cifra esatta. 
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Si può anche trasformare -5 in decimale 

comiJosto di un n." di cifre multiplo di 3 : il 
n.° che ne proviene si tratta come intiero ma 
si pone la virgola innanzi alla i .• cifra . Si ha 

per es.“ Vv? = Vo ,428 =0,7. 

Dicasi lo stesso per rapporto ad un n.® fra- 
zionario. Essendo iNT z= a -+- £ si trasforma 

K . . * 

come sopra: il risultamento si scrive di seguito 
ad a , ed estratta la radice da questo n.° con- 
siderato 6ome intiero , si caratterizzano per 
decimali tante cifre a destra quante sono le 

terne di decimali componenti l’espressione di 

Per es.® 

V (5+./0=V''5,75=Ì^5^= 122=,, 79. 

100 lOO 

5- 97* Quando l’ indice del radicale è un n.® 
composto, cosicché sia w ec. giova 

trasformare ViV in V V V • • • N. 

Così =(iVV-)V. = vViV: 

4 / JV=jyvc 

VVVN. 

iV;ViV=(iv/*y/‘= WiV 

=WiV; ec. 

Se me primo , = 5 , 7 , ii ec. , il metodo ana- 
logo a quello di cui si è fatto uso nell’ ipot. 
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di /n=2 e di m=3 diviene inti'ailciato e sovente 
impraticabile . In tali casi è del tutto oppor-» 
tuno l’ ingegnosissimo metodo immaginato dal 
valoroso Geometra RuJ^ini , e noi l’espor< 
remo sotto la più semplice torma possibile nel 
T. Ili , perchè dipende dalla teoria dell’ equa-* 
zione . 

* §• 98. Qualora m sia iln piccol n > 3 ed 
N non oltrepassi i limiti della tavola ddle 
potenze , può essere opportuno il seg. artifizio. 

Trovata la potenza m.*““‘ a” più vicina ad 

N pongasi ViV’=a+-x. Il n.® x dev’essere 



< I 



perchè se fosse j: = A 



sarebbe (« + Jìy* 



ovvero (« + l)"* la potenza m.**'®* prossi- 
ma ad N- Attesa la piccolezza d’x si soppri- 
mano in (« + oc-)® i termini affetti da x * , ec. 
e trascurato il segno — perchè x risulta negati- 



vo quando ùt è >V Ny si scriva (a Y == 



N-»” 



X — N i quindi x=' 






ma 



nui 



e però 



ma" 



ma 



nht 



Basta sostituire questo valore per a c rljxv 
ter 1’ Operazione per avere un’ approssimazio- 
ne più forte (i). 



0) Applicando la prec. formola alla ricerca di a si redri cl»e non 

bastano tre sostituzioni successive y operazione più lunga di q^uella 
del {. 88 , per ottenere 6 decimali esatte : 
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. Tenendo conto del 3 .® termine di x)"* 
l’eq. del probi, è 



a" 4- ma"*'' X 4- 



m 



(m-O 



a”^*X* = N I 



quindi 



X = 



N — a"* 



ma"*'' 4- '”(«-0 a™'* j: 



N— a"* 

e sostituendo nel 2.® membro per Xi 

vin~i * 



si ottiene 



X z= 



^/na" 

2a( N — a”) 

(m4- i)a”*4' (m-i)N ^ 



Dunque 









z:;.N 4 - 



WIH- lA” 



Sia proposto di determinare \ 23 i£ 54 oc 7 . 

Cerco nella tavola delle potenze il n.® la cui 
potenza 5 ." più si accosta al n.® dato e trovo 
229345007 ( = 47* ). Fo a = 47, m = 5 , 
N:= 231554007 e per calcolare la formola 
esprimente x deduco 

N~a 5 = | ^^‘^^4007 1^2209000, 

( — 229343007 ) ^ 

2 a(iV— a* )=r94X2 2 09 O 0 O =20 7646o0O, 

=6> 229345007=1 37 6070042, 
( 5 — 1 )N =4x231554007—9262 16028, 
207646000 



ottengo x= 
5 



=0,0901 9 1 , 



e però V231 554oo7=47>09oi 9 1 . 
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Per accostarsi piìi d’ appresso al valor vero 
iConverreblje supporre » =4^,1 . (i) 

Cercando V i6igoo si trova i?=i 1,01 i 573 i.(i). 
* §. 99. Teor. Essendo JV un n.^ intiero non 

può supporsi che sia (1) . . . , do- 

ve b,c sien n.* finiti e primi fra loro, Dim."* 
L’ eq. (1) equivale ad 

b ò" 

J\ —a™ . -q-z/i a 1 , 

‘ c c"*“ 

e questa , moltiplicando tutto per c" ' dà 

Am 

^2) — z=iVc™’*— *— 

C 

Ma il 2." membro è un n.® intiero ed il 1.® 
un n.® frazionario , j>ercliè c non si trova in 
alcuno de’ fattori b ,b ,b^. componenti il nu- 
meratore, ed è assurda l’eguaglianza di due 
n.‘ uno de’ quali sia intiero , l’ altro fraziona- 
rio: Dunque è assurda l’eq. ipotetica V iV=?a-f — 
Se m= 2 l’ eq. finale (2) si riduce a 
^ = (iV— «' ) c — 2 aò , 

c 

(ij É facile verificare che a|u;he k forinola (V) no» ^ sempre epportu* 
oa per l’ ettrazione delle radici quadrata e cubica ; Si trova per 

«s.®V^ 8 ::3-x = 3no, 171428 S 3 , 828 ^ 72 , valore che aberra neU 

4 .* cifra. £ vero che facendo «Sa, 8a8 si corregge l* errore tpa il cal* 

colo diviene troppo laborioso . Limitandoci all* ipoi. et 8 e 

volendo 6 decimali esatte bisognane due nuove sostituzioni , e dopo 
tanto lavoro non siamo neppnr sicuri di aver couseguito l’ esatto ve* 
lore di tutte le decimali che ti volevano . 
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Ci sarà utile nella discussione delle risol- 
venti relative ad alcuni probi, geometrici , 
il seg. 

Teor. Se + indicandg 

^ [{a+/cY + ò] 

per a-+-h~\~y ò d ,e diminuisce a misu- 
ra che si aumenta uno de’ n.‘ A ,m. 

Jnfattisi ha 

3 

ed il 2.® membro di questa non può equiva- 
lere a quello dell’ eq. an tee. se non siaJ' 
e siccome l’ aumento di m o di A: ne produce 
uno ne’ coefficienti di ì ' , ne segue ec. 

♦ §. loo. Quando la soluzione di un probi, 
dipende da un’ eq. della forma x*~at.Vb^ 
essendo a , b espressioni letterali date , si dee 
cercare con un adattato metodo l’espressione 
di V {a i sotto una forma algebrica finita, 
e s’elìa non esiste si riserlja l’uso della for- 
inola x = v'(a±:V^ò) ai casi pratici, ne’quali' 
essendo noto il valore delle quantità letterali 
componenti a, b^ la questione si riduce ad 
estrarre la radice quadrata da un binomio 
numerico della forma a+ Vò: binomio che 
sovente ammette la radice sotto la semplicis- 
sima forma z 

Qualunque sia l’espressione at.y/b, cioè al- 
gebrica 0 numerica, si ha una soluzione più 
semplice e più esatta qualora riesca di trovare 
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x\==\^(ai:Vb') ']—z±Vt^ perchè si evita la s* 
estrazione della radice , la quale oltre di essere 
incomoda ha il difetto d’indebolire l’ appros- 
simazione. 

Osserv. I. Un n.® della forma ài:Vb può es- 
sere un quadrato. 



Infatti 







sono ambedue della forma richiesta giacché 



2ay^=V4«,‘^, e 

Osserv. II. Qualunque sia il binomio a* V 
la più semplice e generale espressione di 
V {axVb') è necessariamente di una delle forme: 

; V«rV^/- 

Infatti 1 se la radice non contenesse un ter- 
mine irrazionale quadratico , un simil termi- ' 
ne noli potrebbe trovarsi nel suo quadrato : 
8.® Se la radice contenesse un termine alletto 

da , anche il Suo quadrato conterrebbe 

il fattore V fi contro l’ ipot, 3.“ la radice non 
può essere della forma 

a ±y/ a^±_ V perchè f « ±V a v'i )• ’ 

contiene tre termini irrazionali distinti , amo- 
tivo'che Va, , si suppongono irred ut tibili ad 
una comune forma mVp. 

K. * • ' 
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Ciò posto sì faccia (V'^z+v/ò)— , ào» 
ve z, t sono due n.* da determinarsi . Si fareb- 
be \/(a — V^ò)— z — Vt . 

Alzando al quadrato l’uno e l’altro mem*» 
bro s| ottiene 

a-\-V b—z* ~l-2zV//'+*^ 
ossia a—z * — z = 2z>// — \/ò: 

, Ma -una quantità razionale non può eraa- 
gliarnè una irrazionale : dunque 1’ uno e l’ al- 
tro membrp dee svanire per se stesso e però 

a—z'-\-t , V b^z\! t . 

Dalla 2.* z*= A: la i.^ diviene 4/* — at-\-b^=ù 
4 < 

e dà (89) ± • 

quindi c però 

formola che esi^ 7 operazioni, ma che si ri- 
duce alla comoda e vantaggiosa forma zH-n// 
qualora a* — b sia un qu adrato , e tale sia uno 

de'due n.* 7 *(ai\/«*~ò)* 

Per l’immediata valutazione di v'^a-l-vò) ba- 
stano tre sole operazioni ma il risultamento 

( 1 ) Si vedri che l’ippt. v'(«+v'ò)=v'zq-v^< cond«ce 4 mede 
ciao rùulteaento* 



i6i 

offre un'approssimazione assai debole perchè 
la 3.* operazione si ettèttua su di una quan- 
tità approssimata. 

‘ La sola condizione che a*—b sia un qua- 
drato non basta per rendere la formola (14) 
completamente vantaggiosa, e se i n.‘ 

sieno frazionar) ella è assoluta- 
mente inopportuna. In tal caso è falso che la 
predetta formola sia, coni’ è stato asserito da 
un moderno Autore, più semplice della pro- 
posta V{a-^\/b'). Cercandosi per es.“ V (2-{-v3), 
come fa l’Autore citato, si trova 

a* —3=1 , e v' (2 +v'3)=V' , 

cioè un risultamento più incomodo di V (2-J-V/3). 
All’opposto se cercasi > siccome 

fl*— 3=49~4S=* j v(«-+-V«*“'^)=^T~=2® , 
si ha 

Combinando questo risultamento col prec. si 
scuopre essere 

V%+v'v.=\^ (7+4V 3). 

La formola è anche più inopportuna e disavr 
vantaggiosa se ninno de’ due criterj sopra sta- 
biliti SI verifichi. Cosi per rapporto a 
V (7+>/ 112) si ha 

a* — 3= — 63, *l*(aì,V a* — 63), 

eV^( 7 -|-V^i i2>=V(7/.-l- vy- 7 ) ~7) 

Tom. /. / 
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Il metodo esposto può applicarsi ai polkioirij, 
Vogliasi 

y [«• — /3 — 2*® /3* -]-'/4«/3* )]. 

Siccome a* )• ,• 

V* (a-V«*-^)=V•[«*-»|3■t-'/4/3^(a*-3«i3-^-V4|3’)]=a^ , 

'/• («■v-V«*"^)=V»[* -»|3'^V4|3V«*-3a/24-'/4P*]=:*‘-2«,3+ «/4j3« 
la radice si trova = V^■^v^(«-2«|3■^-•/4fà*)• 

Quai è la radice quadrata di 

Risp. • 1. 

* §. 101 . Un binomio della forma b 

E uò essere il cubo di un simile binomio a^-\-y/by 
asta che sia 

a} -f-3«A=®> -\~b^\/b^Vb. 

Siccome la radice cubica della forma b^ 
è preferibile all’immediata valutazione di 

y/(a-hVb), e questa ricerca essenzialmente 
appartiene alla teorica del calcolo algebrico , 
noi passiamo ad occuparcene. 

ELsclusa la forma Vz~{-Vt, la quale, per 
essere i suoi termini irreduttibili come si sup- 
pone, porterebbe nel cubo due termini irra- 
zionali distinti, facciasi -per maggior comodo 

\ (a-i~Vb)=:‘U(z’i-Vl) . 
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La potenza cubica ed il confronto delle re^ 
spethve quantità razionali e delle irrazionali dà 

+ 3 /Z . . . (i) ; 8 = ^ 3 ^' +?) : 

quindi 

(8a) =z*+6te^+9Z‘z‘; ( 8 / 3 )‘= 9 <z^+ 6 <‘ 2 ?+/*, 

e però(8a)*— (8v/^)‘=(z — 0’ ossia x -/=4v'(a*-3). 

Affinché la radice cubica dia-f-v ^3 sia sotto 
r ipotetica forma ■/• ( z + V t ) fa d’ uopo che 

3 . 

/(=z»- 4 V«*-^) sia razionale , cioè che 
a* — A sia un cubo t? . Se ciò si verifita si pon- 
ga z* — 4cper t in (i) , e la trasformata 

— 3cz — 2fl=0.,. (2) 

dovrà avere almeno una risolvente razionale. 
Vedremo a suo luogo come dalla prec. eq. si 
deduca il richiesto valort di z quando esiste. 
Intanto, siccome f=z’ ~4c , apparisce che la 
definitiva determinazione della radice '/«(zfV /) 
dipende da tre condizioni : i.“ che sia a® -b=c^ ; 
2-® che esista una risolvente razionale dell’eq.(2): 
3 .® che sia z* > 4 Q • 

* 5, 102. L’ estrazione della radice quarta 
da un binomio numerico della forma h 
è assai più facile. Supponendo infanti , . 

V =*= V z-}-V^ t . > . 

e facendo la potenza 4.» si ha niedianle il so- 
lito confronto 
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I ... + Slz + e , Vb—/^{t+z) ^ tz , 

c perchè a*=^^+i 2 / 2 *+ 2 /‘z‘ 4 -i 2<’z+36i 

=2* +i2(/z’ 4/^^) f38/* z> +t* 

e 3 =^ 1 6 (/z^ + 2 /* z“ -z ) 

risulta fl» -b—(z-iy e V (a* -3)— Z+f/ , 

dove si suppone d la radice 4-* esatta dia* - b. 

Sostituita la prec. espressione di z n^ll’ eq. 

I si ritrae 

8C +8dl+fi‘ =a e fe. /.[w/+v^ ( "+'^‘ ) ] ; 
cioè<=y. [ )j _ 

2=/.[Y.llZÌEL+ a/(«- -4 ),] 

Quattro sono dunque le condizioni che deb- 
bono restare soddisfatte jierchè il binomio" 
® ~1~ v' 3 ammetta la radice 4-* della forma 

V z -}- V / , ( forma che abbraccia l’altra z-{-V /) . 
e sono 

a*. > iy _ , a-|-Va- -A ^ ^ 

Se tutte si verificano si ha 

V (a-j-V ^) = V |v. -34-V |4 

|v.[-4V«*-^+y ( g^Va*-3 ^1| 
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Volendosi per es.“ V (49~f~V 2400 ) si deduce 

a*-h=\<f -2400=2401-2400=1 , ~^ .=:2S 

•z = '/.(i + 5) =3, /=*/.(-i -f- 5) =-2 e jxirò ‘ 

V( 4 9 2400 ) = V 3 -i-V' 2 . ^ 

Gisì \ (g 7 -1-v' g4o8 ) =2 H-V3, 

in-v- ly 

* §. io5. Facendo V (« -h V3)=z +• V/ ...(i) 
si ottiene 

05 )...rt=s + ,.3 a ,.2.3.4 * ‘ " 

(2/1+1) (2n+ 1)20(2/1—1) 

-~7—z + . / ec.) 

cioi n= (z-p’^0*”*^* +(=“^0*”^* } 

Qoindi n»-i='/4[(3+v'f)'^‘^* + 4 ( 2 *‘ 0 *"^' +(s- v'i )^”’^ * 

-(z+v'O^"^* ] 

sn-H>r . 

a=(z*— 0’”^ * ) e però :•=!+ -y (rt*-ò)=/+-A . 

Coll questa si elimini t dall’eq. (i5) e la tra- 
sformata dorrà avere almeno una risolvente 
razionale soddisfacente al quesito , e tale che 
sia z* >1i . 

Fgiialmeute si trova che per determinare 

an y 

. , V V b') =: V Z -1— / . . . ^2^ 
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tft j 

dev’essere z — t+\{a^~b)=t-^k^ cioè 
a* ~ b una potenza dell’ordine 2n, La sosti- 
tuzione di z—k per t nell’ eq. (i 6 V di 2« per 
2 u - 4 - 1 e di Vz per z , dà un’ eq. del grado n 
in z , che dee avere almeno una risolvente ra- 
zionale . 

' * 5 - Alcuni fra i moderai Autori di 
elementi algebrici in vece dell’eq.* ipotetiche 
(i) . (2) assùmono 



j »n-t- li a» J 

( y {a-^Vb)={z^Vi) y m\ y{a’\-Vb) 

— ( V' z -f V' i } • • • (3) 

I 

dove m è una nuova indeterminata . 

Noi osserviamo 1.“ Che le nuove ipotesi , 
siccome equivalenti a 






a-^Vb . "la-¥-Vb , 

:^z+’Vt, y ,z=Vz-\-Vt, 



m 



m 



si riferiscono ai casi ne’ quali a-*- V b non è 
un’ esatta potenza dell ordine richiesto : Infatti 
se si suppone un moltiplicatore numerico che 
renda iln.® //?,(a •+- V'^) una potenza (2n-*~ iV**»»* 

an-t-i» I 

onde sia V [ w (a-f- V^)]^ -+-V' t , risulta 

a -+->/ b =: ^ (z /)**+•* : pongasi m pel 

n.® indeterminato -i ed estraendo la radice 

»»/ 



si avrà’Vfl+VA--^(^H-V 7 )V/«. 
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2.® Che la determinazione di m unicamente 
dipende da un fallace tentativo , il cui scopo è 
di trovare per m uii valore . che re nda razio^ 
naie il 2.® membro delle respettive eq> 




sia tale inììltre, che sostituendo per t nell’eq.(i6) 



«*— V — *iel 1 caso, z— \ — nel2. , 

1 ^ X 



‘ si abbia una risultante affetta da una o più 
risolventi razionali. 

3 .° Che i valori 



‘■(su*-*) 

m=\ a^-ò, m=:(a*-b) . ,m^{a*-b) . 



per la 1 .* ipotesi : ed i valori 
7n=V a‘ — ù, 



TT in-t- I 

~~r~ per 



la 2.* 



mentre soddisfanno alla i.* condizione hanno 
ben di rado la prerogativa di soddisfare alla 2.* : 
talvolta uno di essi soddisfa all’una ed all’altra , 
ma il risultamento non comparisce sotto una 

forma opportuna. . j n 

4.“ Che per appurare il 2.® membro delle 
formolo (3) si richiede un calcolo più laborioso 
di quello con cui si procede all’ immediata va- 

lutazione di \ » V 
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Vogliasi per es.* la radice 4» del binomio 
*^011 è un’esatta potenza 4." per- 

chè tale non è * 4 — 8.3 ossia 196— 192=4* 
Per soddisfare all’eq. </ -=k ossia 

‘ . . TO* 

4; .4 ' j ^ 

\ m* suppngo m=\a* —ò=2 e trovo 

k=i , zr= — >in, t = — cioè la radice ilon 

ammis^bile ( V— V» v'— ^ 2. 

4->-» 

Fo m~(a* —b) * =32 ed ottengo k = ’h: 
l’eq. (i 5 ) si riduce alla seg. forma 

14=32 [z^ -\- 6 z(z — ’h)-\-{z — %y] 

ossia 2* — ’A z= %: quindi 

z =•/! -hV (*/«4-j— M )= V» , 3 =*> — •/♦='/» 

e però si ha la radice 4-* espressa per 

(\/*/« -j- Vv*) V32, 

che è una formula molto più incomoda della 
proposta. Ciò prova la verità dell’osservazione 
.fatta nel n.° 3 ." Pongasi finalmente 

“4 

m = (a* — b) a“ =V 8 . Risulta A =4» (*^) 

si cangia in 

i 4 - 8=2* -|-6z (z— 4) — 4)’ 

ossia 2» — 4z= i2 e dà 

2 = 2+ Vi 2+4=^6> <(=2— A-)=32 

V • * 
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Essendo anche questa forinola notabilmente 
laboriosa giova rivolgersi al tentativo. L’ipo*- 
tesi di /n=v» dà 

' ^'-f!_::i='V^i6=2=yf: 

’ «»• ’ 

req.(i5)cioè z* — 2 z — 3=odàz=3, t— i, e si ha 
• V(i4+v^i 92)=^^5+ 0 • 

Dopo un si lungo calcolo, e perchè il ten- 
tativo è riuscito felicemente, rimane da estrarsi 
una radice quadrata ed una radice quarta, e 
da farsi poi una fastidiosa moltiplicazione, 
mentre operando sulla forinola proposta basta 
l’estrazione dell’ una e l’altra radice. Non sem- 
bra d’altronde che la fòrmula (\/34-i)'V% 

I irometta un valore più approssimato di qtiel- 
o che può ricavarsi dalla stessa forinola ciata^ 
5 . 1 OD. Evvi un artifizio per ottenere quando 
esiste, sotto una forma finita la radice qua- 
drata di un polinomio numerico,! cui termini 
sieno tutti meno uno alfetti da irrazionalità 
quadratica. 

Sia per maggior chiarezza il quadrinomio 
+ è suppongasi che i suoi termini 
sieno tutti o tutti meno uno affetti da V^. 

Due termini numerici razionali equivalgono 
ad uno e però si prescinde da questo caso- 
Siccome (« -+-• c è = 

rtVòV cV f/V lab ^lac -^lad + ihc ^’ibd 
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’xnby.’ìac 7.al>y ile incXn.be y.bdXicd _ 

e : —ia*, -—=26% — ; =i(r 



lic 



ine 



lab 



ihc 



si moltiplichino Timo per l’altro due termini 
irrazionali, ed il prodotto si divida per un 
nuovo termine irrazionale, atto a dare un 
quoziente razionale: si ripeta lo stesso in tutte 
le maniere capaci di produrre un quoziente 
diverso: si estragga la radice quadrata dalla 
metà di ciascun quoziente e si avrà ec. 

Volendosi peres,® \/(i 4 — sv^iS-f- 2V/27— 2^6) 
si deduce 



__:=n^4=4; i=i8, - - i=6 

3>^27 ai'o a »' 18 

Dunque V'2,3,V'3 sono i termini della ra- 
dice j e siccome 



V'27=3xv'3=-3x-v' 3 e -\/&s;v/ 2 X-v^ 3 =-V' 2 XV '3 
si vede che la radice dev’ essere 3 — V" 2 -\-V 5 , 
ovvero — 3-}-v'2— V 3 . 

Si sarebbe ottenuto lo stesso deducendo ’ - 
Vi 4~3 e dividendo per 6 il binomio ■ 



-2^184-2^27 ossia — 6(^2— V 3 ). 
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CAPITOLO VII. 

Proporzioni , Progressioni e Facoltà 
Numeriche. 

§. 106. C^uantlo sì hanno quattro quantità 
a, d, tali che sia b-a=d-^c , dicesi 

impropriamente ch’esse formano una -propor- 
zione aritmetica , e suole indicarsi scrivendo 



a. a d . c.c-*r- d^ 

0 



Quindi a -\~(c^d) = (a •¥ c , cioè la' 
somma de’ medj eguale a quella degli estremi. 

Se in -7 a.b c.d è c—b si ha b ='/• (a-\-d) 
e la proporzione è continua, 'h (a-f-cQ dicesi 
medio aritmetico fra a t d. 

La formola delle proporzioni geometriche 

è È. ossia bc = ad,e suole anche indicarsi 

« ù 

scrivendo 



^ a : b : i c : di 

Siccome può sempre trovarsi un n.® r(— _) 

tale che risulti ar = b, possiamo sostituire ar 
per bi cr per d e scrivere 



— a : ar: : c i cr, 

dove ar Xc= aXer (1 ed r è la ragione. 
La proporzione è continua se ar ossia b,h — c 

(§. cit.) e si ha c =)V cd (medio geometrico 
fra a e d'). 
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A^giugendo l\ad da ambe le parti , il rap» 
porto generalmente vero si can- 

gia in («+</) “ > 4 e dà ’A (fl + c? ) > V ad\ 

DiiiKjue il mediò aritmetico fra due dati n.* 
a, d, è maggiore del medio geometrico fra gli 
stessi n.} 

Due quantità .t ,y che insieme crescono o 
diminuiscono in guisa, che il loro quoziente 
rimanga lo stesso, stanno fra loro in ragione 
semplice diretta. Ciò talvolta si esprime con 
l’eq. . 

Il rapporto n’ ,r ad y dicesi im>erso o reci’ 
proco quando ± noti può divenire mx senza 

che y divenga 1 . e viceversa. Ciò s’ indica con 

l'eq. xy = a si verifica per es.° nel caso che 
una cosa si divida in parti uguali con divisioni 
diverse, poiché la grandezza deHe parti sta in 
ragione inversa del n.° delle parti stesse. 

Neiripof. che la ^ successivamente diminui- 
sca fino ad esser minore di qualsivoglia quan- 
tità assegnabile, cioè infinitesima , la x diventa 
maggiore . d’ ogni quantità assegnabile ossia 
infinita. In tal caso gli analisti sostituiscono 
all’eq. xy — a il simbolo co .0 = a. 

Per significare che x varia nella ragione diret- 
ta composta delle quantità i, y, e nella ragione 
inversa, semplice di w, duplicata di si 

. t y 

scrive X = — ^ . 

• M Z * 

§. 107. Le principali modificazioni di cui 
una proporzione geometrica è capace sono. 
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, a: ar : : c : cr.... propor. priiicip. 

a: c :'.ar: cr.... alternazione. 

II ar: a :: cr: c... inversione. 

Ili a-\-ar^,^^: : c+ cr\^,^^"'composizione.{}) 

rV a — : : c-cr\' ^ "'divisione. 

}\ar' ^.cr.... 

V a : a—ar : : c : c—cr... .conversione. (2) 
VI a—ar : a+ar : : c—cr: c-\-cr... 

É legittima qualunque modificazione che 
«onserva l’eguaglianza tra la respettiva somma 
«p le proporzioni sieno aritmetiche, fra il re- 
spettivo prodotto de’medj e degli estremi se 
«leno geometriche, Si ha per es,° 

£ E ^ t 

a* ; («r)* c* : (cr)* ( 3 ) 

Le due prime modificazioni sono applicabili 
alle proporzioni aritmetiche. 

5. 108. Avendosi due terne di n' per ps,® 

24, 12, 4 ; 18, 9, 3 : 

tali che il rapporto geometrico del 1 .* al 2.® 
e del 2® al 3 ? ^a respettivamente lo stesso nell’una 

(i) La compotizione proprìamente detta d k i.* del n.*lll: dicati lo 
•tetto della divitione. 

(i) Quette deoomi nazioni l'incootrano nelle antiche opere geometriche 
e però non conviene ignorarle. 

(Z) Si eccettua il cato che q tia n.° pari ed i medj o gli estremi tieno 

negativL Infatti non è Va-.y — ar : v V — c: ver perchè 

V — ar • t'Tr . , . * . , 

— " = — equivale a v— i— , cioè a a=.o 

ya ^ 
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e nell’altra , si può argomentare cl)e il i " sta 
al 3 .® nella i.« terna come il i.^ al 3 ." nella 
2.* , e ciò dicesi argomentare dall’ eguagìianza 
ordinata. Ma se da una parte sta il i.® n.® al 2.® 
come il 2.“ al 3.® dall’ altra , il rapporto del 2“ 
al 3.® termine nella i terna essendo lo stesso 
che quello del i® termine al 2° nella 2’ , il che 
si verifica per es.® in 

si argomenta dall’ eguaglianza perturbata di- 
cendo che nella interna sta il i.®n.®al 3 .® 
come il 1.® al 3 .® nella 2.* . Vale lo stesso se i 
dati rapporti sieno aritmetici. 

La i.* argomentazione può verificarsi per 
es.® nelle terne 

12,8,5; 18 , 14, 11. 

La 2.» nelle terne 

12 , 8 , 5 ; 18 , i 5 , ji. 

5. i 05. Nell’ ipot. di b>c se s’istituisce la 
proporzione* 

a+b : a+c i: b : x 

risulta e<.b. Infatti il 1.® rap- 

porto equivale ad ab>ac ossia b>C’, il 2.® si 
riduce a bccb* cioè ccb. 

, Dunque se ad un n.® a successivamente sì 
aggiungono due n.* b,c (<^) , la ragione 
a-\-b: a-\-c é cb: c. Sia per es.® a=\ o, 3=7, c =5 
e sarà 17:16 <7 : 5 ossia •7/,,<7/5(=*'/.5). 
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Questa proposizione è la i.* fra quelle di 
Gasfjero Bcichet su i Porismi di Diofanto. 

1)0. Elssendo a il massimo termine in 
a\ar:xc:cr si ha r< i ed a-\-cr>ar-\-c. Di 
fatto il prec. rapporto equivale ad fl(i-r)>c(i-/) 
ossia a>c. 

É) questa la projxisizione XXV del lili. V 
di Eucìide. 

§. 111. Se due n.‘ A, B stanno nella ragione 
aimposta di a\b\ di c:d, di e: f, cioè se 
A : B : : ace\ hdf^ si ha c\ d (e lo stesso dicasi 
di ciascuno de’ rapporti « ; <?:/) nella ragione 

diretta di A:B e nella ixìciproca composta di 
a: b e di e:f. 

Basta osservare die sussiste la proporzione I 
c:d:\ Abf: Bae. 

Il P, Grandi avverte nel suo Trattato del 
movimento dell’ acque, p. 14, che la prec. prò 
posizione merita il titolo di elementare. 

5. 1 1 2. Se due proporzioni geometriche hanno 
gH antecedenti o i conseguenti comuni , i ter- 
mini diversi di una sono direttamente propor- 
zionali a quelli dell’altra; la proporzionai itìi 
diviene inversa se i termini comuni sono i inedj 
o gli estremi. Ciò si verifica immediatamente. 

Sia per es.® a: b'.\c\d-, a'.b^wc'. d^ Risulta 

a=-^=^ e però bd =b<d. 

L’ordinato prodotto di più proporzioni geo- 
metriche e l’ ordinata somma di più pro[)oi- 
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zioni aritmetiche costituisce una proporzione 
geometrica nel i° caso, aritmetica nel 2 .*? 

Sia rif a: ar:: c : cr; a/, a^r/. : c/. c 

e si avrà aa^ : aa rr^ : : cc, : ccp'^ • 

così se -r a.a-\-d.\ò.lt+d., >ìra ^ . .'.^y . 

risulta -r a+a^.a+a^-^d+d^ ò+ò;ò+b^-\-d-{-d^. 

Rappresentando la respettiva ragione del- 
le proporzioni geoinetricne componenti per 

jjuella delle aritmetiche per ^C») 

la ragione della proporzione composta è re- 

^ spettivamente 

>> 

=rrr "Tfn; ; d->r-d ^^d^.,»-^d(n) : 

Se r==rp=r ^^ . . . — rf„) sussiste 

a +*a : . . +-fl r : alar : : c’.cr ec. 

• ■ fn) (nJfB; 

vale a dire , che avendoci qualunque n.® di 
proporzioni geometriche omogenee, sta la som- 
ma degli antecedenti alla somma de’ conse- 
guenti come un antecedente al suo conseguen- 
te , o come i:r. 

§. Il 4» Un seguito di quantità numeriche o 
letterali A ^ B ^ D ec. per rapporto all^ 
quali si abbia 

A—B=B'^C=C—JO 
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costituisce una progressione aritmetica o 
equidifferente , che q^ualora sia BcA , CcB ec. 
è convergente^ se viceversa divergente. La sua 
forinola è 

I 

a . a ±:d. a i: 2G?. . ..a i, (n— 2 ^d.a i (n — i^d. 

Dicasi s la somma di n termini , 1 1 ’ n.'**®" 
cioè a ± (u— i) d , e siccome scrivendo 

rt, a ± fi? , fif±:2 d , . . . . a-±. (n—2) d,t 

t, a ± (n— 2 )d,a :tr(n— 5 )d, a±.d ^ a ' 

ciascuna coppia verticale risulta = a +• # ( il che 
prova essere la somma degli estremi eguale a 
quella di due termini da essi equidistanti ) ed 
il n.® delle coppie è = « , si ha la somma clella 
doppia progressione , cioè 25 = ( <2 -h / )/t è però x 

j . Questa eq. combinata con 

2 

/ = « ± ( n— 1) fi? determina due degli elementi 
a, fi?, n, s, t , quando ne sieno dati tre : ma tre 
possono darsi in 1 o maniere ( 5 g) , ed ogni ma- 
niera corrisponde k due incognite : dunque 
sono 20 i probi, a cui si soddisfa eliminando 
un elemento ignoto tra l’eq.* 

^ ^ = <2 4- (n-i) fi?, j = (16) 

e ricavando l’ altro dall’ eq. finale . Si dà il 
nome di termine generale all’ t , di som- 

ma generale alla sormna s. Facendo n = 1 , 2 ec. 

J'oM. /. m 
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t dà tutti i termini della progressione comin- 
ciando dal 1 f dà la somma di tanti termi- 
ni quante unità si sono sostituite per n . Ecco 
per ordine i risultamenti di tutte le combina-» 
zioni che possono aversi prendendo tre degU 
elementi a,d, n, t, s , 
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Elem. dati 

il, n, i 
Tìrj S 

n, d,s 
d, t, s 


incogn. 

a 


a—t—(ji—i)d 

«= 

« = ^-("-07 


f[{t* + d t— 2 d s) 


a, d, n 
Ttj s 

71, dy S 

a, d, s 


t 


{ji — 1 ) d 
,= ^-a 

'= j + («-') ^ 




tty d, t 

a, tyS 

a, dy s 
dy t, s 


n 


■ _u 

n=i H- -j- 

%S 

«=7T7 




a, n, t 

a, Tly s 

n,t, s 
a, 1, s 


d 


n — 1 

afi-nn) 

irf»-.; 

afn/-i) 

« — n fn-ll 

d=- (t'-a):{‘2S-a-t) 


a, Tly t 
Uydy n 

d. 11, t 

«, dy t 


Ji 


s— 7 

s = \_‘za~\-{n 0^3 ^ 

s= [ 2 /— (n— 1 ) d] 7 



(*) Se trova» « = A 7CÌA vuol dire che il u.» de* terruini d = A pi* 
una parte "J" del termine C»*-!- j)* ••*"*** 
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> 8 .* dimostra i .» che la somma 
1 +3 -h 5 + 7 ec., limitando la processione 
ovunque piaccia, è sempre un quadrato. Infatti 
sostituendo i per a e 2 per d risulta s=n* : 
2 .“ Che tal rpiadrato è quello del n.° che indica 
quanti termini si sono sommati: 3.° Che o^^nì 
quadrato in n.‘ intieri, è composto di tanti 
n. dispari quante sono le unità contenute nella 
sua radice quadrata; 4 .» Che facendo ?i=m* 

la somma di cui sopra eguaglia la potenza 
4 .* di /n. 



§. 1 1 5. Per inserire fra due dati n.> «, / 3 , un 

n.“ w di medj pro|X)rzionali aritmetici, si ponga 

j a=a, i—fi, n=^m ~\-2 se 

ne deduca 



e si avrà 




m t-i 






ni 



(e-.) 



,(3 



Essendo per es.» , 6 , m=3 si ottiene 

1 , 4 ’à , 8 'A , 1 2 'A , 1 6 . 



§. 11 6 . Le progressioni aritmetiche in cui la 
ditterenza è uguale al minimo termine, cioè 
«— a, sono dotate di molte proprietà con lungo 
studio rintracciate dagli antichi Geometri (*) 
dai moderni, come oggetto di vana speculazione 



''appendice di Gaspcro Bachet al 
joni di iJiofanto 



libro tu i numeri poli- 
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intieràmente trascurate. Noi crediamo degne 
d’osservazione le tre seguenti; 

1 Nelle anzidette proporzioni è s— ■/. («-[-i 
2.° Si hant< 2se >2^—^; 3 .° e se «=-1 è 
{fjiiadr.') 

Il 1 risultamento si ottiene sostituendo t pei* 
ìia nella 1.» forinola di j , e costituisce la Prop. 
XV di Bachet: il 2.“ serve di fondamento al 
metodo di Esaustione (*) con cui Archìmedé 
nel libro Coìioidibus et Sphaeroidibus 
mina il volume del paraboloide , e non lo tro- 
viamo dimòstrato in alcun luogo. 

Siccome t=na si ha nt=n* a\ 

ma 2^ a e 

2(y— ^ 2 («-f-rt— 

Dunque ec. 

Per verificare la 3 .* formola basta avvertire 
die = di 

* §. 117. Teor. Distribuendo in tante classi 
1 termini della progressione 1 , 3 , 5 , 7 ec. nella 
maniera che segue 

^ ^ 5 ; 7,9,1 1; i 3 , 16,17, >9; 21 ,23,26,27,29 ; ec. 

la somma de’ termini delle sticcessive classi 
forma i respettivi cubi sottoposti. Dim."' Sia m 

C*) Questo ingegnoso metodo è da noi contemplato nel tomo 6.® in 
nn Capit. che ha per titolo DUcusuone ét* diverti principi dti* Quali ti è 
desunta la metafisica del Calcolo Differenziala 
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il n." da innalzarsi al cubo. La classe corrispon- 
dente contiene m termini in progressione dove 
la difterenza è —2. Il i termine essendo nelle 
prime classi espresso per /n(/n — conviene 
assicurarsi se ciò si verificni generalmente. A 
tal effetto suppongasi fatta la verificazione per 
rapporto ad una data classe m*““* ond’ella sia 

(m- i)/n + 1 ,(m-i)m-}-3,....(m-i)m-l-2(m-i)-|-i 

cioè m-f-i /n-i-3, i 

Siccome questa dà il i .* termine della classe 
(m+ 1 )*‘^ sotto la forma 

(m— i)m+2(m— i)+3=v»* + /w-f- i=/n(m-f 



resta provato ec. 

Assicurati che la progressione (i) è il vero 
tino della classe m.'““* ^tro non resta che ve- 
rificare se la di lei somma s sia=m’ , ciò che 
infatti succede jerchè si ha 



m* — m-f-i+/n*+/w — 1 = . 

Giova osservare per incidenza che le succes- 
sive somme 



-f- 2^ , 1* -f- 2* + 3^ , ~i"2^ 4-3^ 4" 4^ » 

formano tutte un quadrato 

1 1 8 . Qualsivoglia progressione geometrica 

a: ar'. ar^ : ar^ .... ar"‘* : ar**' (=/) 

ha tre proprietà caratteristiche la cui respet- 
tiva espressione è 
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rt ir ar : arirnr*’ ; «r* ar i;a/’ 



II 



a : ar*: : a* : (ar)* cioè il i .® al 3.® come ( i (a®)*» 

a;/ir^::a’;(ar)’cioè il i.‘al 4-®co®e(i*)*: (a-®)^ 
rt : ar^: : «♦: (ar)4cioè il i.®al 5.®come(i.®)<:(2.®)4 



^ rt:<ir"'*r;a"*:(ar)"'*, i.®all’n”'”»come(i.®)"‘*:(a®)"‘* 
lll^nr-f ar"‘‘^(=s — a);^ « rtr+«r*...-j-nr"'*^(=s — /)• :ar:a::r:t . 



Infatti i termini componenti la serie I pre- 
sentano la ragione costante r. 

Le proporzioni poiste sotto i n.* II, III, si 
verificano confrontando il prodotto de’medj 
coti quello degli estremi. 

Dalla 3.* s—a=r(s—i) e però s= y (*) 

Dati tre degli elementi a ,r ,n , t ,s può eli- 
minarsi uno degli elementi ignoti fra req.‘ 



f 




07) 



per dedurre l’altro dall’eq. finale. Così risol- 
vonsi 20 probi, analoghi a quelli del §. ii4* 



(*) Se r=:i è t—a ed <= — (4o^ In tal caso n ha d’altronJeJ— 
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Elem. dati. 


Incogli. 




n, t, S 

n, r, j 

r, t, s 
r,n, t 


a 


a {s-ay-'=t{s-ty~' 

r-T 

r'>_7 

à=^rt-irs (t^i) 
a—t : r^"' . 


a, r, n 
CL y /Z} S 

a, r, s 
r,n,s 


\ 


a {s-ay-^=tis-ty~* 
t=s—(s—a) : r 

1 r—i 


a, n, i 


■ 


n*i i 

r— y a 


zz, s 


B 




CL j S 


B 


r = (^— aj : (^“0 


71, ty S 


■ 


JL.r«-«4-— =0 

’ S-l ' $-t 


a, r, t 




n-t t 

r =7 


et y S 
ayr,s 
rytyS 


n 


t fs—ty~* =a (s — 
ar^ — (; — i ) s-\-a 
[rt— (r— i)5j /•""* =t 




■1 


H n t 1 

/ — — \ / — \ 


a, 7Z, t 




1 ,n—t n-i \ / n—i n-i \ 

J = i t — a ^ —a ì 


a, r, n 
a,r, t 
r,n,t 


1 


ro-t 

S:=a 

r-i 

s= (ri— a) : (r-^i) 

t r“— f 

r^* 7^7 
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* 1 1 9. Le forinole identiche 1 .* e 6.* come 

pure la formola 12.* sono in pratica quasi ge- 
neralmente inopportune, perchè fanno dipen- 
dere la soluzione del probi, da un’eq< del grado 
n, che quasi sempre è un n.° non picciolo, e 
da un’eq. i cui coethcienti sono in conseguenza 
molto grandi. Si ha un semplicissimo es.“ di 
questa verità facendo n=4 , t=i 6 , j= 3 o poiché 
l’eq. del probi, comparisce sotto la forma 

—900^ -{-2700 a* —27000 <2-1-43904=0 

e non senza un laboriosissimo calcolo sommi- 
nistra <2=2. 

Per ovviare all’ inconveniente di cui si tratta 
noi proponiamo il seg. metodo. 

Siccome la formola 1.* equivale ad 




' ft-T ) n-i ) 

dove n, /, s sono n.* corniti, il rapporto yt:\a 
è razionale, e riducendo ambedue i termini alla 
più semplice espressione dee prendere la forma _ 

n-i 1 ni 1 

p\ky q\ k. Dunque 

a=zg’‘‘^ k ed k i / • • P • <7 • 

Facciasi successivamente ^ = 1 , 2 , 3 ec. e 
quell’ ipot. che dà 

soddisfa al probi. Il n.“ de’ tentativi è ristret- 
tissimo 1 .® quando n è di una sufficiente gran- 
dezza : 2.® quando a non è molto grande , e 
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queste due ipot. abbracciano la massima parte 
de’ casi possibili. 

Sia /= 64 ,u= 6 , j=i 26. Siccome 
s— t —62 , V < = V 64=2 V2 , si ha 
/^r=2 ,p=2 , 0=27* e l’eq. (i) si riduce a 

62 X2 ^ c 

.=1 20 — 27* 

V 

e si verifica facendo 7=1. Dunque a=2. 

Gli elementi dati essendo t = 384 )«= 8 ,J =765 
risulta 

j— /=38 1 , V /= V384=2 Vs , /■==3 , p=2 , ; 

l’ipotesi 7=1 rende identica l’eq. (1), e però 
il I .° termine è a= 3 . 

L’ unica ipot. meno vantaggiosa è che a sia 
molto grande eà n , k assai piccoli. Anche in 
questa però l’eq. (1) siccome della forma sem- 
plice —Aq=B, e necessariamente affetta da 
una risolvente razionale, giacché dev’ esservi un 
razionale valore di 7 che la verifichi, si tratta, 
come vedremo, con molto minore difficoltà. 

Quando sono dati a,n,j e vuoisi r, giova- 
nella massima parte de’ casi ricavare t dalla 
6.* col metodo prec. indi r dalla 9.* 

Se gli elementi per cui deesi determinare 
r sieno n,t^s, traggasi a dalla formola i.* 
(jnet. cit. ) indi r dalla o.* 

Le formole spettanti ad n sono della forma 
A’' = B ed esigono il sussidio di una speciale 
teoria di cui quanto prima. 
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120. Per inserire m merlj geometrici fra 
pongasi » per /3 per /, m+2 per n in 
, e siccome risulta /2=:ar“-^' si ha subito 

"+ V /3 

r=V>^ . Così ottiensi 

« « « 

* §. 121. Teor. Se fra due n.* « , j3, s’inserisco- 
no m medj aritmetici, indi altrettanti geome- 
trici, ciascuno de’ primi supera il corrispondente 
fra i secondi. Dim.“* Sia a un intiero positivo 
<; /n+ 1 . Il medio aritmetico fra «,/3 es- 

sendo (n5),ed il medio geo- 

”‘+' 0 -L . 

metrico fra «,/3 essendo «(— V-^'^si tratta di 

a ' 

provare che sia generalmente . 

“(- r~' 

X 



m 4-1 



Pongasi A r= /7i, /3— « 4- ^ dove J“i>o. 

Il rapporto superiore, dividendo tutto per 

tn 

i-j-— 

' m+ , ' ' 

m > m+-i I» 

m+.i ) • 



81 cangia in 



ossia in 



Effettuato lo sviluppamento e soppressi da 
ambe le parti i primi due termini, risulta 
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(ni -J - 1 )wi . ni* 5 -t - (ni-t-i)ni(m — i). m* 5 * 
3 2^3 

(ni ^ì)m(m — i) . . . (m—h") . 



• •+■ 



2 . 3 



• (A-f 2) 



(m 



•4-^ 



yn-h’f 



m(m-i')^ +w»(/w- 1 0-[w-^^ -f-i * _|_i“ 

“ ~ 2-3 2.3... .(A+2) 



2.3. 



Il 1 termine del i membro supera il i 
del 2.® perchè 



TO* ^ • a 9 

1 ossia m >m — i ; 

m+i 

Il affermine del i .® membro supera il cor- 
rispondente del 2.® perchè 

m—2, cioè 3/«— 2 . 

(m+i/ 

Resta da provarsi che sia 

(w+i)w(f7i— i)....(m— A) . »»(”»— 0-[”»—(A+0] 

2.3.... (A-|-3) 2.3.... (A-|-2) 

vale a dire ^ . 

Fatta la moltiplicazione per (/n-4-i)^+* ed 
effettuato lo sviluppamento di questa potenza, 
il 2.® membro si trasforma in 

^m*+‘4CA+i)m* 4(A4Q A m^~*...4 (;.+i)A...(A-0 ^*'^*^j 

' 2 2.3...(t-|-2) 

(A+QA ■ . . (A — OCA— C^j0,„^~(*42). . . -j-i . 

2.3....6-f2X*-r3) > 
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Soppresso il termine che si trova in 

ainl)e(tue i membri del rapporto, e trascurati 
ì termini affetti da che si elidono , si dee 

provare che si ha o> della somma di tutti gli 
altri termini. Or questo si verifica se 

(Il 4 I 1 1) (A t \) h...(h-iX h- (i^ 
a . 3 (i fa) a . 3 • . • (i+2X*T 3) 

e questo rapporto si riduce ad 
Dunque ec. 

Avendo provato che rm.***““ medio aritmetico 
fra «, /3, supera l’ m.^'^^geometrico fra «, si 
osservi che torna allo stesso inserire m medj , 
ovvero determinare il medio m.'*'“° ed inse- 
rire poi m — 1 medj fra « ed il medio m.*““‘», che 
indichiamo per M(m) se sia aritmetico, per 
lt(m) se geometrico , e siccome la dimostrazione 
addotta dà iier una più forte ragione l’ ultimo 
ossia l'(m—i medio aritmetico, fra « ed 3/(mj 
maggiore dell’ (m—i medio geometrico fra 
» e it(m ) , e così in ség. si concluderà ec. 

A 

Il rapporto et ^ 

che abbiamo dimostrato vero nell’ipot. di 

, si riduce mediante la sostituzione di 
«(i+3) per /3, e la divisione per «, ad 

A 

1 + — , ed è dèlia forma 

. 71+1 

, dove n<i! si hanno pertanto 
rapporti osservabili: 
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i-l-nx<OH-xV sen>\ 
i + nx— -ye /i=i 
i-j-nx>U + xr se n<. i 

1-Ì-nx— (i-hx)»* /i- o 

5. 1 22. Per rapporto alle progressioni geometri- 
che convergenti infinite per es.“ 1,'/», '/♦, ’/»,'/'« ec, 
dove r — ■/. ; si ha n=^c» e /- o, perchè se / sia 
iiiccolissimo ma finito , la progressione può 
tuttavia protrarsi , e ciò contraadice all ipot, 
di /inrco. Gli elementi che possono cercarsi 
sono dunque a, r, s , e nella terna degli el^ 
menti dati non debbono trovarsi n e < che 
dipendono l’ uno dall’altro , e non costitui- 
scono due elementi distinti e caratteristici . 
Sono per es» infinite le progressioni decre- 
scenti che possono avere per 1.® termine uno 
stesso n ® a . Quindi avviene che le formole 
i.‘ , 4.* , 9/ , 12.* , 17.* e 2o.‘ non determi- 
nano a ,r, s. , .1 

' Il prospetto relativo alle progressioni decre- 
scenti infinite comprende 6 sole formolo ridu- 
cibili a tre: 

Eleni. Dati 

perchè r<i dà 

1 /•" -1 

I r" (=r'^)=o (*) 

[a=r i—s (r— 1 ) = <^(1 •. 

C) Il proaotto ai aue fr«!pni è minore ai ciascun fattore a«l medesi- 
mo. Sieno le fiazioni : se fosse AB-=.^ sarebbe li r contro 

l’il.ot. Se AB^Aatitbbe i . Dunque ec. 

Cosi ■/, X '/» = 'li » 'I* X 7* = ’/8 • «<=• 
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a,n,s 
ó, t, s 




•> 

a,r,n 




Sia I, V» , */4, V» . . . . dove a= i , r= ‘i*. Cer- 
cando s si trova j=_i_=2. 

I — 

Avendosi r .ed s si troverebbe 
a=j(i — V.)=2X'/»=i . 

Conoscendo a ed j si ottiene 

= 1 — •/.=•/• . 



Posto 

S” Sd."' 

«_-f- rt r -f- « r* ec./ 
lisulia 






3 3* 3* i-'/j a 

‘+T'^T-+r-=.4r=f 



i— V* 
1 



ec. 



I— V» 



I ' . 1 1 1 



4 



A’ 



A» 



I 

1— r 



'A — 1 



Il valore di j è propriamente il limite 

a cui la somma indefinitimente si accosta a 
misura che la progressione s’innoltra . 

Siccome la voce limite ha un significato trop- 
po ampio e generico , noi distinguiamo la som- 
^ ma sopra indicata , chiamandola somma limite. 



Digitized by Google 



ÌC)% 

La forinola j = — insegna che se abbiansi 

i — r 

due n.‘ a, ar , dove rc i , la 3.* proporziona? 
le ad (I — ur ed a e \ flc* ec.^ teor. ^ine* 

no facilmente dimostrato da Cavalieri , l'or- 
riceìli , (jrandi ec. 

§. 123. Le progressioni divergenti , tanto 
aritmetiche quanto gcometriclie , qualora si 
concepiscano jirolungate all’ infinito , danno 
/=: w , tal essendo il valore di 

; e di ^ 

dove rè >i . 

Tal è pure all’ infinito la somma ideile pro- 
gressioni parallele espresse per a+a ec. ; pivi- 
gressioni che possono riguardarsi come inter- 
medie fra le aritmetiche e le geometriche , e per 

cui si ha s =«7i= « 00 . . T 

Per rapporto all’ oo rigorosamente si verinca: 

1 Che 00 i; a=r.oo , i^erchè se co potesse accre- 
scersi o diminuirsi di una quantità finita a 
eo'li non sarebbe infinito, contro l i^ot. 

*^2.° Che ammessa l’idea diuna quantità =so n^ 
ccssariamente ne deriva l’i«fi'htp 2.” ordi- 
ne 00* , infinitamente ; indiai’ infinito di 3. 
ordine , infinitamente > cc* , ec. 

Infatti la somma di una progressione aritme- 

* IX ”1 qo 

tica divergente infinita è ^ [ =(«-1-^ ) 7 » 

il 3.° proporzionale geometrico alle quantità 
j o; è =«* , e contiene co quante volte questi 
contiene l’unità. Cosi il 3.° proporzionale ad 
OD, CO» è = , ec. 
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3. ® Che esiste un indefinito n,® di quantità 
infinite intermedie ai termini della progres- 
sione , a , <», 00“ , oq 3 . ec. Tali sono infatti 

'/. 00 -/soo ec — 00 per rapporto ad a, co - e 

/ii-fn 

lo stesso dicasi relativamente ad oo , »* ; ec. 

4. ° Che-°1- >floo"-»'. La ragione si è che 

n 

questo rapporto ecjuivale ad ossia cc>an, 
dove ciascuno de’ n.' a, n sì suppone finito. 

5. ® Che ; se a>i, è infinito di un ordi-. 

ne .superiore. 

Ciò si dimostra dividendo a in due parti i,|3 e 

sviluppando =1+"^+ **’ 



a-3 



La proporzione, co : a : : a: ~ dimostra, che 

il rapporto di una quantità finita ad un’ infi- 
nitesimo equivale a quello dell’ infinito al fini- 
to . l’cr conseguenza a ± ~ = a . 

Dalle proporzioni 



^’ai‘*oo’floo* ’ QO* 00* 



00 ■ 



00 



3 > 



apparisce che fra gl’ infinitesirqi eyyi la stes- 
sa correlazione di ordini progressivi , esistente 
fra gl’ infiniti . Dunque 
' _i_ 1 

Qcm I • 00”* 



Infatti , moltiplicando per risulto 
1 + =1 , eq. vera j 

/. ^ 
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§. 1 24. Probi. 1 .* Essendo h un 11. • intiero 
positivo si dimanda se 

/i" — )(= a) sia > ò <0. 
Soluz. Facendo si i*®* 



s 



Q_ rt—a>^_h'—h 



quindi ù (= 7 *"- 



h — 1 

7 ^“ — 27 .'« -|-^ 



h—i 



k — 1 



I 



Aifindiè il numeratore sia <0 dev’essere 
cioè 7 ì< 2 : ma quando h= i esso è 
— o, ed in forza delle condizioni niun valore 
<;i può darsi ad h. Dunque A>o. 

1 25. Probi. 2.° Si trae {jer n volte un fiasco 
di rum da un caratello che ne contiene un 
n.® m , ed ogni volta si sostituisce un’egual mi- 
sura di acqua. Si dimanda una formula espri- 
mente la quantità residuale del rum. 

Soluz. Siccome la quantità del rum che 
si trae ciascuna volta è proporzionale a quella 
che trovasi nel volume di m fiaschi di liquido 
contenuto nel caratello , si ha 

m:m—\ : : 1 : x = alla quantità del rum 

tratto la 2.* volta.) 

Si Ila pure m : m—\ : 1 : 

quantità tratta la 3 .* volta: 



y m — i 

Liosi m : m— i — - — - ' 

m \ m j 

quantità tratta la 4 ** volta. 
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In generale è = ‘ 

la quantità del rum chesi trae la volta 
11 rum residuale è dunque 

m—\ (m— i)*, - 

m— 1 uopo il 2.“ nasco : 

mrn 

(m— 0 — ^ m— 1 (/n— i ) dopo il 3 .® ec. 
m \ m J /«* 

(m— i)" , , 

^ — dopo l’n.“*“» 

Se per es.°w— io ed n=ip si trova che il. 
rum residuale è 



34867844<^i 

I ooo ooo ooo 



-Z) , 4867844 • • • r 



Posto m — 1=0 il residuo svanisce nel* 

la sola ipot. di « = », nella quale (/i-j-i) 
supera infinitamente il numeratore. 

E questa una ragione analitica per cui si 
dimostra la infinita divisibilità della materia. 

5. 126. Probi. Sessa figlio dell’Indiano 
Daher avendo inventato il gioco degli scacchi , 
e fattone un presente al suo Re , Fu invitato . 
dal medesimo a chiedere un premio qual più 
gli |>iacesse. Incoraggito Se&sa dall’esibizione 
sovrana, chiese un grano di frumento per la 
1 .* casella della scacchiera , due per la 2.* , 
quattro per la 3 .* , ec. sino alla 64 >'**'^ Si cerca 
la quantità del frumento corrispondente all’in- 
chiesta. Solìiz. La somma di tutti ì grani è . 

(*j Vegi» la 3.* giunta dopo l’indice. 



Digitized by Google 




196 



s(= “(l! l2) = a^^ — 0^3.709.551 .6i5.» 

vSomma , che valutando 4^0 grani per ogni pol- 
lice cubico Parigino, e però 
—*• 

4&OXI 2 728—777 600 grani per ogni 

piede cubico, empirebbe 404» grana) alti 20 
piedi e di una base quadrata là cui circonfe- 
renza sia di quattro leghe, e però di una su- 
perficie —293 . 47 1 • > 6 i piedi quadr. (1) Avanza 
una porzione di gi*ana)o capace di formare la 
fortuna di 1000 famiglie. 

* 5. 127. Se invece di moltiplicare successi- 
vamente un n.® a per uno stesso n.® r, il che 
produce una progressione geometrica, si fa la 
moltiplicazione successiva per a i , a 2/1 , ec. 
si ottengono i risulta menti 

a , a{a i: A) , o(a±: K){alL, 2IÌ ) , ec. 

che il Prof.* Ammp chiama numeriche. 

Nell’ipot. che si abbia il segno inferiore e 
che il n.® de’ fattori sia —n , noi per togliere 
r equivoco che le sgrafife potrebbero cagionare, 

n 

adottiamo il simbolo [a]* , e se h=i 

\ 

«(a— i)(a— 2).. .(a— n— ...(18) 
Quindi a(a— i)(a— 2) . . . (a— m— 1) — [a]”* 
(a-ni){a-m-i)...{a-m-n-m-i)= [a-m]" 
ed . \aX=\aT\a-mX~"'> 

( 1 ) Li grande lega di Francia è di piedi I7i3i. 
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Il prec. risultamento , facendo prima m=o 
poi n=o si cangia respettivamente in 

‘ ^ [«r W"* 

eq:‘ , l’ultima delle quali, sostituendo a-\-m 
per a diviene 

j- -I— »» _ » ^ : ^ 

[rt+/n]" 0 

Dunque, rovesciando V ordine de’ termini e 
.scrivendo n per w, 

I«ì 



1 — /» 



~~ («+ ' X«+») • • ■ • («+") ’ 

e però <j(a 4 - 9 ) 

La più importante e la più estesa fra tutte 
le possibili applicazióni delle processioni arit- 
metiche e geometriche essendo la dotti'ma de’lo- 
garitmi noi passiamo ad esporla. 

CAPITOl)o Vili. 

De’ Logaritmi . 

La facitiU det calcuU rad ìa logarithmit Hit dei imtrummi piu» 
putssans de Vésprit humainu 

ila Place Journ. de Técole polyth. T. 8. p. aSfl.)* 

1 28. Se nell’ eq. a* — , dove a è un n.* 
dato, si assegna un certo valore x, adx, ne 
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proviene un determinato valore d’^ e vice- 
versa . Si ha un es.® della proposizione recipro*- 
ca nell’en. 2*' = i6 , che resta unicamente sod- 
disfatta da = 4. 

Il valore x, d’ x , che sostituito in a* pro- 
duce un n.® dicesi logaritmo d’ y : dunque 
il logaritmo eli un y , è V esponente della po- 

tenza a cui bisogna innalzare un dato n.° a 
per produrre il n.°y,. Il n.® a è la base del 
sistema logaritmico . Diremo sistema (a) per 
indicare quello la cui base è=^a. 

Essendo per es.® a—ii l’cq. 2* =y genera il 
sistema 

4; 5 ,». 4 ..x 

1 , 2 , 4 , 8 , 1 6 , 32 2* (=r) 

dove i n.* della linea superiore sono i logaritmi 
di quelli che respettivamente loro corrispon- 
dono nella linea inferiore. 

Variando a varia y (=a* ) e con esso il siste- 
ma. Fra ^l’ infiniti sistemi si distingue per la sua 
semplicità quello la cui base è=io, pierchè (10)" 
si forma scrivendo n zeri alla destra dell’ unità . 
E questi il sistema del celebre Enrico Briggs, che 
primo con indicibile travaglio calcolò le tavole 
logaritmiche, corredate di 14 decimali, da 1 a 
20000 e da 90000 a 1 00 000 (*) I logaritmi di 
diconsi anche legar, ordinari e tabulari. 
Quando x=o è a* , e però in ogni si- 
stema Si ha log.\=o . 

(*) QoMt* Opera fa stampata io Londra iCt4 eoi titolo di ARITME- 
TICA logaritmica . Adriano fTlacq supplì al vuoto lasciato da 
« e lo sue tavole, calcolate con so decimali, portano il titolo 
di : Trigon.* Artificiaìit <c. Couda i633. 
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Siccome ad x=i corrisponde j— a , i/ /og^a- 
titmo della base , qualunque ella sìa , è = i . 

Se X diventa =i-|-^ cresce j ràpidamente, 
e viceversa se x cangiasi in i —h . In questo 
raso peraltro non mai risulta y=o perchè do- 
vrebb’ essere x= — ». 

§. 129. Moltiplicando per ordine l’eq.* 

"^'==7/ » , ec. si ottiene 

Sia x,-|-x,+x,,,ec.=/,j,j,r,,,ec. e sicco- 
me nell’ eq. a^ è t= log. 11 si avra 
ec. =- log.(j,j^j,„ec. ec. ) . 

Ma x=log.j,, =log.j,,,x„,= log.j,„, ec. 
Dunque 

Così — ossia a* -*’'=^ e però x -x ,=Iog.— ,cioè 

«'• J-/. 

log. — log.7,-lo.j„ .... (^) 

Facendo ec.~y^ e supponendo = m il 

n.® de’ fattori y‘, y^^ ec. l’ eq. si cangia in 

log. -^m log./, (C) 

r. 

L’ eq. =y, dove pjij sono n.* intieri primi fra lo- 

ro , dà aP =yi : qumdi p log. «=<7 log. e 

5*log.«(=log.^) = Iog.a* ,. . . . {D) 

Z. 

Dunque il log. di un n.“ della forma st 
prende come f/uello di una potenza intiera po^ 
slliva tì*". 
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Se è la base risulta ^=log.j^ : ma ) 



rappresenta qualunque decimale indefinito : 
dunque il log. di un n.® decimale indefinito , 
non periodico (*) è un n.®^n/Vo , non viceversa. 

§. 1 3o. Le formole {A) , (5) cangiano re- 

spettivamente la moltiplicazione in somma , 
la divisione in sottrazione : la formola (C) ri- 
duce la formazione delle potenze ad una sola 
moltiplicazione , mentre l’ estrazione delle ra- 
dici , fatto p—\ , viene dalla formola (/>) ri- 
dotta ad una semplice divisione. 

Per es.® log. 09=1,7708520 
log. 157=2,1958997 



somma 3,9667517 
ed il n.® corrispondente alla somma è 

0263=59X157. • 

Cosi log.29 =9 log.2=9XO,3o 10300=2,7092700. 
Il n.® corrispondente è 5 12=2» *. 

Si ha pure 

log. 256'/fc=‘/4 log. 2b6='kX2, 4082400=0,602060 



log. il cni n.® è 4=V 256 . 

Giova qui osservare che la 1 .* riduzione rie- 
sce inetta se i fattori sono piccoli , inoppor- 
tuna se sono grandi . Nel 1 .® caso il prodotto 
si ottiene più presto con la moltiplicazione ; 
nel 2.® è necessario , come ben tosto vedremo. 



un calcolo assai laborioso per determinare il 
n.® che corrisponde al log. finale ; n.® di cui 



(*) Non periodico perchè questi equivale ad una frazione finita , ed 

P. 

una tal frazione non rappresenta il lu® irrazionale 
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neppur si ottiene esattamente la cifra delle 
unità . 

La logaritmica formazione delle potenze sog- 
giace a difficoltà non dissimili e ne daremo 
fra poco un es.° relativo alla potenza 2®^ , in al- 
tra guisa facilmente ottenuta ^72) . 

^Ialgrado le addotte eccezioni la dottrina de* 
logaritmi è di .sommo pregio. i.®Essa dà spe- 
ditamente il prossimo valore delle radici nu- 
meriche : 2° Fornisce i mezzi onde appurare 
con prontezza qualunque forinola complicata, 
come per es.“ 

bV c 

V .d.y/ e 

il cui valore coincide col n.° corrispondente 
alla somma 



*/»log. a log. b — 'k log. c — log. c?— ’/.log. (?. 

3 . ® Serve ad innalzare un n.® com|K)sto d’in- 
tieri e di decimali ad una potenza , il cui espo- 
nente sia parimente composto d’intieri e di 
decimali : per es.° ( 2,718)®’*^^ . 

4. “ Risolve ogni eq. della forma A* — B. - 
Applicando i log. alle 4 eq.* destinate a de- 
terminare il n.® n de’ termini di una progres- 
sione geometrica (■*«) si ritrae 



log.t— log.a I 
n = — 2 2 — -j- 

log./- 




log.i’— log.fl I J 

log.(s-rt>lo^.(s-<>) ’ 



- n={ log. [ a-f-(r— 1 )s ]— log. a } : log. r , 



n=tlog.i— log. } : log. r. 



Digitized by Google 




20Ì 

Se la soluzione di un probi, dipende dalla 
determinazione d’xnell’ eq. 
si deduce sulle prime 

X log. a=(j}x-\-tf) log. A— (rx-f-j) log. c : 

quindi 

( log. a —p log. ^-J-rlog. c ) x=q log. ò—s log. c 
e però 

i! 

x= y%‘^~’^dog. c c" 

log.fl-plog.Ò4-rlog.c \og.^ 

bp 



Se fosse a* —c si farebbe h* — j ^ si de* 
durreb^^ Iqg.a ^ log. c e prendendo di nuovo 
1 logaritmi si avrebbe 

X log. b log. log. a — log. log. c 

cioè 

log. b l«g * 

§. i3i. Il log. di un n.® definito r, che non 
sia una potenza intiera e positiva della base , 
è necessariamente composto di due parti, una 
delle quali è = o ovvero = ad un determina- 
to n.® intiero , e dicesi caratteristica : 1’ altra è 
un n.® decimale indefinito e non periodico cui 
j li *! *^ome di mantissa , vocabolo latino 
dell età media , ( medii c&vi^ che significa 
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m 

giunta (*'). Infatti non si può supporre a» — 
dove m, n sieno n.^ finiti primi fra loro , per- 
chè ne proviene a — Vr" j cioè un n.® raziona- 
le = ad un n.° irrazionare . I logaritmi di cui 
si tratta , non potendosi esprimere nè razio- 
nalmente nè irrazionalmente , costituiscono una 
classe di valori trascendenti , calcolabili sol- 
tanto per approsimazione . 

Nel sistema di Brìg^s il cui tipo è 

log. 1 — o, log. 1 0= 1 ^ log. 1 00=2, log. I ooo= 5 ,ec. 

i£)*=j, io’=io, io‘ = ioo, io* = iooo,ec. 

la caratteristica contiene tante unità quante 
sono le cifre meno una del n.® a cui spetta . 
Per es.® i n.* di tre cifre , i cui limiti sono loo 
e looo, hanno 2 per caratteristica: tre i n.* 
di quattro cifre i cui limiti sono looo e loooo, 
e così ec. 

Chiamando C la caratteristica , M la man- 
tissa, quando si è ottenuto log. A=C^M subito 
A A 

si deduce log. — =C— i , M-, log. _=C- 2 , 71 /;ec. 

to »oo 

log. \oA—C-\~ \ , il/; log. 100^ = C 4 - 2, il/; ec. 
Si Ila per es.® 

log. 2000=3, 3 o 1 o 3 o ; log. 200= 2, 3 o I o 3 o , 
log. 20= 1 , 5 o 1 o 3 o ; log. 2= o , 3o 1 o 3 o ; 
log. o, 2=— 1 H-o, 3 o 1 o 3 o= •— o, 69897 o ; ec. 



(*} Mantissa oisonium vincit ~ è piò U |ÌHnta che li derreti. 
Lstcilio apud Ftstum . 
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5. i 32 . Nel prendere log.-^(=log. ) 

// 

sovente succede che il risultamento sia nega- 
tivo , — L. Per trovare il n.° corris|X)ndente 

si può cercare il n.® iV che corrisponde a , 

edl(=JV.)èiI II.® richiesto , ma questo me- 
todo esige l’incomoda divisione di 1 per jV. 
Per evitarla si accresca di n unità la carat- 
teristica di log. finché sia log. log.^^^>o, 
ed il n.® spettante al nuovo logaritmo L, , pur- 
ché si avanzi di n passi la virgola verso la si- 
nistra , è =iV. . 

Trattandosi peres.® di appurare log- 17 ^^^ , 

1199 

si aumenta di 1 la caratteristica di log. 17 e 
si opera come segue : 

2,23o448q (=log- ) 

-fi, 6532 i 2 & (^log. 45 ) 

somma 3 , 88366 14 

—3,0788192 (==log. 1 1 99) 

0,8048422=//, . 

Si cerchi il n.® N, spettante a questo loga- 
ritmo ; qualora basti una mediócre ajmrossi- 
mazione , prendasi nelle tavole iV, = o 38 o 3 , 
n.® il cui logaritmo é 41^04821 ... e o, 638 o 3 
sarà presso a poco il n.® cercato (*). 

L invalso l’ uso di concepire accresciuta di 
IO la caratteristica d’^^ e di scrivere 

(*) Daremo in seg. nn metodo per determinare con qnalnnqne grado di 
approMÌmaiioue il n.o di un uto logaritmo. 
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log. J, +io^log. per ; lo-b 

un logaritmo positivo che cficksi complemento 
aritmetico, e si ottiene sottraendo l’ultima cifra 
d’ r, da IO, tutte le altre da 9. Si ha per es.° 
Compì, log. i 5 =io— log. i 5 ~ IO— 1 ,17609126 




=8,82390874 . 



Siccome la caratteristica del risultamento 
prec. dee diminuirsi di 10, ottenuto il n.° cor- 
rispondente a o , 8239 ec. si promuove in esso 
la virgola di due passi verso la sinistra ed il 
nuovo n.® è quello che si richiede. 

Trattandosi per es.® di appurare log. 

si cerca nelle tavole log. 1 ^ 99 ^=- 3 , 0788 1018 e 
si opera come segue: 

1 , 23 o 4 /j 8 q 2 r=log. 17) 

1 , 6532» 201 (= log. 46) 

Somma 2 , 88366 143 

6,921 18082 (= compì, log. 1 1 99) 
Somma 9 , 80484225 . 

Siccome la diecina non si può togliere senza 
ricadere nel risultamentonegativo— 0,1 9615775, 
bisogna rintracciare il n.® che corrisponde a 
o , 80484226 e dividerlo per 1 o. Noi pi-eferiamo 
di aumentare di un’unità la caratteristica di 
37 ovvero di 45 , e di sottrarre 5 , 07881918 
da 3 , 88 ... Così una sottrazione facile quanto 
la somma sta in vece di due operazioni, la 
somma e la formazione del complemento. 
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5. i 33 . Siccome ogni variazione d’j nell’eq. 
porta seco una corrispondente variazione 
d’ a: e viceversa , una delle variabili x^y è fun- 
zione dell’altra. L’idea di questa, reci prot*a di- 
pendenza suggerisce il proi)lema: Data la x 
assegnare una sua funzione equivalente ad y 
e viceversa^ probi, di somma importanza per- 
chè uno almeno àe'xì} a, x , y , è ordinaria- 
mente frazionario indefinito, e riesce impossi- 
bile jappurare con una immediata operazione 
il valore della variabile ignota. 

Tali sono per es.® i seg. casi: 



X 

IO =11 ; 






Il probi, sopra enunciato equivale in sostanza 
a questi due; 

1 Dato uh logaritmo trovare il n.“ corri- 
spondente. 

IJ Dfito un n.“ determinài*e il suo logaritmo. 
'Per procedere alla soluzione del i.“ probi, 
dicasi X, il logaritmo dato , il n.® , e pon- 
gasi y, ossia 

x,->r-A^x? -r CO- 

SÌ fa il 1.® termine= 1 , perchè nell’ipot., 
possibile come qualunque altra , che sia or =0 

risulta a^>~ =ri : si prescinde da pgni po- 
tenza negativa perchè x^ = «> (fó) 
quando x=o. Verificheremo a posteriori che 

dall’ ipotetico sviluppamento di deesi esclu- 
dere qualsivoglia potenza fratta d’jr^. 
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Siccome l’eq. (i) dee verificarsi qualunque 
sia il (lato valore d’ jt , sostituiscasi un nuo- 
vo valoré x ^ per x onde si abbia 



Dividendo per x.—x,^ la differenza dell’eq.‘ 
(i), ( 2 ) si ottiene 







X,X,.-*~X,, 



■*~x 



m-a 









»I-3j 



>4 



(3) 



Ma à^' — — 1 ), e facendo 
dentro la parentesi a=i-j^/i risulta 






c,/ ^ X —x„ n (x,—x„) (x,^x,—ì ) 



1 . a 




Dunque l’eq. (3) riducesi ad 

aM n+££5^'n* + (^rx„-^X^,-x,r^) «3 . 

^ I .a 1 .a. 3 

(x,-x„-l) . . ■ [x — ,)] 

1 . a . 3 . . . . OT S 



e dev’essere identica qualunque sia il valore 
d’.r^,x^. Pongasi dunque x,,~x^ e si avrà 
identicamente 



— -^^4 ••• 
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Al ... 

cioè, posto n— ec. = A ed \-^A,x,cc. per a^. 

J^-r\-A^X;-\^A^X^-\-AzX^ . . A„iX^ I j 

-\Ai^^A, x^-\-2>Ai m . 

eq. la cui semplice e regolare simmetria ci as- 
sicura dover essere inalterabilmeute , come 
nell’eq. (4) §• ^5 





(='^. 


k)= 


•/, lc^>A^(j='lA‘x 


- J- 

a.3 


J / - 


_ ' y4 


n— 


* . 


'■f'.Dunqtte 




“ m-l-. ^ 


a . 3 . . • mfm+i) 


C) 

1 l.s 


il*+ 


» X j- 

, _U 

J ^ •■■■ -^0 


*"*+’. ..(E) 


Quando 


\ 




o- -1- ■ 




x^\ e 


a=\ 




•a- ("»+*)• 



Attesa l’indeterminata n anche il n." A può far- 
si —i, ed in tal caso, indicando per e il cor- 
rispondente valore di a, ottiensi 



^=<+>+H j+à +t^«-=2.7'828 .8284-. 

Nella stessa ipot. di A=i l’eq.(A:) si cangia in 






1 . 3 



1 .3...(ott0 



• cn 
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Ma facendo in questa x;=k si trova 
dunque e supponendo e la base del 

sistema logaritmico risulta 






i.2._(ni4-i} 






formola assai convergente se a sia un piccol 
numero , e che nell’ ipot. onde si tratta 
felicemente risolve il Probi. I. La predetta for- 
mola comprende la seg. , non sempre inutile 
nell’analisi : 



a = »+log. a (log. (log. o)^.. ^ Oog- 

Essa prova la verità dell’eq. ipotetica (i) , 
perchè facendo c = ad un piccini n.“ , per es.°— 2 , 
la somma di pochi termini riproduce con un’ap- 
prossimazione straordinaria il n.® a. 

Sostituendo i-j-« per a e l’ equivalente di k 

nell’ eq. k= si ottiene 

^ log. e 

Iog.(i~i-/i)=log.e(/i-'/^/i*4-')^/i*... -i nP ]...•(/) 

P 

espressione completa e rigorosamente dedotta, 
a cui per risolvere il probi. II. , altro non man- 
ca che un’ opportuna convergenza e la deter- 
minazione ciella base del sistema logaritmico 
da cui risulti il valore di log. e , modulo del 
sistema . 

Supponendo e la base si ha il sistema di 
Napier Barone Scozzese , cono^iuto sotto il 
nome di JVepero . 

Tom. /. o 



\ 
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I logaritmi Nejieriani diconsi anche miiurali 
ed iperbolici^ atteso uno spwioso rapporto 
eh’ essi hanno coll’ iperlxda conica di cui a suo 
luogo. Lo sviluppamento di questi logaritmi 
è compreso nella formola (/) purché vi si 
faccia log. e—\ 

Siccome 

log.( 1 -/i)= —log. e ( n-\-'bn* ec. ) 

si ha log. =2 log. ♦ 

I — H 3 ^5 



Pongasi 



n 






; quindi si deduca 

i — n et 

e sarà log. ( « *4^ 



2I., 






-j-’A 






2 a -|-|3 ( 2 «-}-/ 3 )* ( 2 a-|-/ 3 ‘^ 



ec. 



...(L) 



serie tanto più rapida quanto più a cresce in 
jwragone di / 3 ,e che posto log. e =1 , ^ =i ed « 
successivamente = i , 2, 3 ec. prontamente som- 
ministra il logaritmo naturale di qualsivoglia 
n.° Si ha per es.° 



log. 2=2U . -^ec.l =0,69314 718, 

log. 3 =log. 2 + 2 j 2 +-i .-i +-^ .-i^ec.Li,0986i228 
log.5=log.4-i-2^-i + 1 .1 ^ L .2 60.^-1,609437 91 
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dove log. 4 = log. 2* = 2 log. 2=1, 38629436. 

Si ha pure log.6=log.2-{-log.3(i 3 o)=i ,79 1 76 946 

log. io=log.2 4 -log. 5=2,3o258 609 

Si sono presi nove termini per log. 2, sei per 
lo^ 3 , quattro per log. 5 . 

Bastano due termini }ier avere senza errore 



log.ioi= 4 > 616121 o 8179 

Un solo termine dà log. 1000 = 6,0077643. 
In generale 



l.(«+i)=log.«+2| 



1 

I 

i2«+l 



I 1 1 

3 (2«+i)® ' 5 




§. 134. Sostituito un qualunque determinato 
/ nell’eq. «•^=j^,sesi fa successi- 
vamente «= a, , a=a^, , evvi un respettivo va- 
lore che soddisfa all’eq.* af^y, - 

Sia c^= 1 o , = e : dalla 1 .“ eq. af<.=y^ deducasi 



= (== dalla a.* = si derivi 

x,=iogX")r,(=iog."®‘“''>/) ’ ^ prendendo il log. na- 
turale deffeq. io^-^/=e y» si avrà log.(")io=jr^, 

ossia log.^O^ =, • • • (^ ) 

= ^4342944 • ♦ ■ Dunque 



log.«j',=o , 4342944 log.("-> j, . . . (N,) 

e vicev. log.f") = 2 , 302686 1 log. W y^. 
Fatto y,7=e nell’eq. (iV^) risulta 
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log/'^ e=o , 4342944 , ed è il modulo n per cip 
bisogna moltiplicare i logaritmi naturali per 
convertirli in tabulari. 

Pongasi questo valore in (L) e si avrà 

los.«>(.+P)= log.w-+o, 868588 |^ 4 j 

La formola {N) dh 

log.f*^/,: log.W^,, : : log.f"-y^ : log.^"^^, . Ma i valori 
di a , cioè i sistemi logaritmici, dipendono dal 
nostro arbitrio. Dunque i logaritmi di due 11* 
in qualunque sistema (a,) stanno come i lo- 
garitmi degli stessi n.* in un altro sistema (a,^) 
I^eformole (N), risolvono il probi. II 
ne’ respettivi sistemi («=2, 718...), («=io); 
soluzione completa perchè soddisfacente ai si- 
stemi adottati nella Scienza del Calcolo, e perchè 
sostituendo ad «, qualumjue n.^ diverso da 10, 
la serie, (d/) e la formola (TV) somministrano 
il logaritmo d’ ogni dato y, corris|Jondente 
alla nuova base. 

§. 1 35. Se il n.® iV di cui si desidera il lo-, 
garitmo tabulare supera il massimo n.® delle 
tavole, si spartisca iV in diie parti «ooo...,j3, 
gli zeri essendo tanti quante le cifre del n.® /3, 
cosicché il n.® « cada ne’ limiti delle tavole, e 
si avrà dalla serie (L) il logaritmo richiesto, 
l^sendo per es.® 

iV= 10786962 facciasi a= 10786000 

ed un solo termine della serie citata ci darà 
log. (1 0786000 -1-962)= 7 , 062820 149473 -h 

0,43429 448 1 9 o3 7’ 032858885 , 
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Qualora N sia composto cl’ intieri e di de- 
cimali si sopprime la virgola e poi nel loga- 
ritmo del nuovo n.® si diminuisce la caratteristica 
di tante unità quante erano le decimali. Cosi 
da log. 27 18=5,43424945 si deduce 
log. 2 , 7 1 8 = o 43424945 (*) 

Sostituendo nella serie (0 per re si hai 

%(■+ 5 

Ma log (1 + ^)— log (i 4 -re)— log. re. Dunque 
log(i+re)-log(i+-i) ossia 
log. re=log.e|rt— re~‘— ^ (re^— re~* )+ re~^)ec.|... {P ) 

I sistemi di Bri^gs e di Nepero sono pre- 
feribili a tutti gli altri: il i.® per l’opportunità 
della base , ed è il principale stnimento de’cal- 
coli trigonometrici ; il 2.® per la semplicità del 
modulo , ed è costantemente adottato nel Calcolo 
Integrale. Le due tavole seg. rendono spedito il 
passaggio dall’uno all’altro sistema. 

Per esse la moltiplicazione si cangia in somma: 
basta che avvertasi di collocare le cifre de’ respet- 
tivi prodotti nel rango che lor conviene. 
Dall’essere per es.® 

4 j • 0*4 

—• = 9,2io.v. deriva — ^=0,9210... 

f* 

I dae proM. prec. ti ritolvono cpn nna templicii*ima regola pratica^ 
che prendendo la manHita con 7 decimali di per lo meno 6 decimali 
età Ite. Sia per et.° 

ti— 16^181 : pon)>ati N— i65ioo4-8i ; si deduca 

og. 16^ j~Iog. i65a = o. oooi63 ; 81 o , oooifiS = o, ocoai3o3 
etiavTilog. i65a8i = log, i65a-*-Iog. ioo-*-r, oooai3c3= 3, aiflaaa. 

La stessa regola somministra log. i65^, 1 } log. i65a, 81 } ec. 
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Per agevolare Tapplicazione della forinola (^) 
e dell’ analoga 

log.(«+i)=log.«+log.e| | 

giova limitare secondo il bisogno il n.** delle de- 

2 |3 

cimali componenti log. e. Se — ^è=ò<o,oooo«, 

essendo a<7 , bastano 3 decimali di log. e per 
averne 7 in log. ( » -j- 13 ) ; ne bastano 4 
2 (3 

; — = ò<o, 000 a ed a < 7 1 5 se nella prec. 

ipot. è a una cifra >6 ; ec. ec. 

* §. 1 36. Quando con le serie (O) , del i3/f. 
si vogliono calcolare i logaritmi tabulari con 
molte decimali , per es.“ con i5 o 20 , la 
moltiplicazione per 2 log. e, malgrado il com- 
pendio somministrato dalla tavola I. riesce oltre 
modo fastidiosa, perchè bisogna prendere log. e 
almeno con 17 o con 22 decimali . 

Giova dunque avere una serie indipendente 
dal modulo , e che almeno per rapporto ai 
n.* primi maggiori di 1000 presenti una ra- 
pidissima convergenza. 

Siccome 






flog.(n4-x)=kg.?n( 



.fnfi +- — )^= 



log.n-*' 



3 «* 









an* 



introducendo il modulo /* e facendo x=i si 
ottiene 
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log.(n -4-i) +-log.(n-i)=2log. 




fi IX. f». 
2rt+ 3n* 4«* 



e però 

log.w='/* ^log.(/i4-i)-^log.(n-i) 




,-sec. 

3n« 



Per giungere ad un risultamento libero dal 
modulo facciasi log. — log. (n— i) — ; 

suppongasi 



L4- etc.=Jj é-\- ^4- £+ £ 

n‘ ' a«4 ' 3;i« ' 4«* ) n ' n* ' «‘j n» 




e poiché la differen7a delle serie (Q), previa la 
sostituzione di i per x 



. 2fi 2fl 2fl . , 

dà ,-j-— etc. , Sostituendo questa 

espressione nell' eq. prec. e sopprimendo fi si 
ottiene 



> * * * . _> 2 ^ * a }\A B c 

n‘ an* 3«* 4^^* f 't 3/i* 5n‘ i " 

—tA -xA xA .xA 

n 3n* 5«* nn* 

xB xB xB 

“* — i 

n' 3/1* 5n» 

aC 

i , etc. 
n* 3/»* 

- ,aZ> 

etc. 



Quindi 




A I 

3 la’ 




A B 7 

5 3 » 8 o* 



^ ^ ^ T 7 ^ A ^ C I) 1903 

® 7 5 3 ^56o* *® 9 7 5 3 ""TTi^’ 
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ec.^ 



e perù 

(^)l.n=V.|log. («+ i>-log.(n-i)-t- i.(i+ 

Questa è la serie che si cercava . ELssa dà il 
log. in qualunque sistema , e suppone calcola- 
ti coù la àerie (O) (i 34) i log. de’ soli 169 n.^ 
primi compresi fra 1 e 1000. Keil la produsse, 
Canovai e Del Ricco 1 ’ hanno dimostrata. Par- 
tendo dal n.° 1001 si hanno i2 decimali esatte 

con prendere il solo i.“ termine — : se ne han* 

2/1 

no 18 per mezzo de’ primi due termini, 20 me- 
diante i primi tre, etc. Siccome n si suppo- 
ne un n.® primo; n-f-i ed //— i son n.‘ pari e 
però decomponibili . Cerchiamo per es.° il lo- 
garitmo tabulare di loói , con 20 decimali 
esatte . 



log.(n+-i )=log. 1 oo2=:log.2^-Iog.5ol =r 3 .ooo 86 772 1 5 3 i 22691 2^9 
log.Cn — i)=iog.iooo = z= 3 , 

log.(n+ii>+-log.(n— i) = 

^=:log.(«4. 1)— log.(n— 0= 

ì 



=6,00086 77215 3122691249 
= o / x ) o 86772 i 5 3122691249 



2 n 

è 



0,00086 77215 3122691249 
2002 

0,00086 77216 3122691249 



12»' 



120 36 o 36012 



=o,ooooO o 43 i 4 2733827518 
=o> 00000 00000 00072 09363 



7^“ 0,00607 4o5o7 1858838743 

= — z 5 oZZl Q — =0,00000 00000 00000 oooo 3 

iftnn* 1809018010800900180 - 

Somma 6,00086 8 1 549 38637 28 1 33 
Dunque log. 1001 = 3 , ooo 43 4t>774 793i8 64067 

Per avere il logaritmo di un n.® primo con 
7 decimali basta la formola 
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log. « = V. { log. (n+i)+log. (n-i)-f-i } 

I ^ 

dove equivale a — ; e se il n.“ sia > 3i62 si 

n ^ 2n 

può sopprimere la frazione , Vogliasi per 
es.® il logaritmo tabulare di 3i73. 

Si ha log. 3173 ~ log. 3 j 74 “j- ’A log. 3172 . 

Ma 3 i 74 = ^ • 3 . 23 . a 3 e 3172 3= a . 2.i3. 6i . Dunque 
log. 3173 = '/» ( 3 log. 2 -♦-log. 3 -t-log. i 3 +-2 log. 23.»-log. 61 ) 

( o, qo 3 o 8 qq 86 q 
_ j 5+0,477,2 ,2547 
^ 1 + 1 ’ ^ *^94 33523 
/+!, 7234556720 
(+1, 785+2 98350 

— v»( 7,00294 0100 9)=3,5oi 47 oo 5 o 4 , 

logaritmo di cui sono esatte le prime 7 deci- 
mali , purché per una maggiore approssima- 
zione SI scriva 3 , 5014701 . 

Volentlo il logaritmo Neperiano di 3 173 si 
trova 

Ì 2, 07944 i54i5 

1,09861 22886 . 

2, 56494 93574 
6,27098 843, 8 
4 .iio 8 y 3864 1 

= V.(i6, 12486 54854 )=8 ,o6243, 27!^? 

*§. 137. Per compiere la soluz.“ del probi. I. 
(i 35 ) a cui parzialmente si soddisfece con la 
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forinola (W) esposta sul fine del ^.cit. ci pro- 
poniamo il seg. 

Probi. Dato un logaritmo Brigsiano Lnon esi- 
stente nelle tavole , trovare il suo corrispon- 
dente n.® iV. Soluz."*!.* Se si conoscesse un n.® 



n prossimamente < JV basterebbe rintracciarne 
la correzione , onde avere n-f-^n =JV. Cer- 
chiamo n , indi in . 

Presi i logaritmi Z , L^, prossimi ad 
L <z L ; L^> L) se per s’indica- 

no i n.* corrispondenti si ha prossimamente 

{S)...L„ -L, : , (-JV, (=/,) 

e presso a poco N ^-\-h . 

Trovato con la forinola (/.) del §. i33 il 
valore di log.f'-^/i si deduca 

log. iV— log. n — A , 

n.® cognito perchè log. iVè il log. dato L . So- 
stituendo n-f-inperJV l’eq. prec. si cangia in 

« « ( n «• A* 



ec- 



Quindi 



in à A* 1 A* 





, V / ^ I 1 A* 

però H - 4-ec. 

\ [I .a* ' » • 3 ' 




serie , che attesa la picciolezza di A , è sempre 
rapidissima . 

Se L oltrepassa i limiti delle tavole si di- 
minuisce la caratteristica ; s’ egli è Neperiano 



f») Supponendo ^ ~ ) 

•'■nili dà subito A—i 1 i 3 ~ V» » ec. 



a 

ec. il confronto de’ termini 
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e compreso nelle tavole si ha più speditamente 
il valore di log. n e tinello di^//, ma ciò, at- 
tesa la ristrettezza delle attuali tavole Nepe- 
riane può ben di rado succedere . 

Siccome l’inesattezza della proporzione (» 9 ) 
cresce con la picciolezza de’ n.‘ , i cui loga- 
ritmi presentano una più sensibile differenza, 
se la caratteristica di L sia <: 3 , giova au- 
mentarla per quanto é permesso dalle tavole. 
Si eccettuano que’ logaritmi che hanno qual- 
che zero subito dopo la virgola e la caratte- 
ristica — o , perchè in questo caso il termine 
è = L—o e perciò picciolissimo . 

Es.“ I.® Sia Z/=o, oooob q 33 i 1 37. Siccome 
L=o ed L ;=o 3oio2 99 si ha h—o , 0002 , ed( 
n=rN,-\-h— 1 +0 , 0002= 1 , 0002 ; 

Quindi log.n=o , 00008 685 o 5 00 , 



A=— 0,00001 75193 62;— =—0,000040339822'; 
— I — ^\=0, 00000 00008 I — ^=0,0000000000 00 
5 n= — 1,0002X0,000040339822= — 0,00004 03478 



ed 






risultamento esatto sino alla 9 ,■ decimale indù- 
sivamente. 

5 ; 

Es.® 2.® Si dimanda V 161900. 

Il log. del n.® richiesto essendo 
V»log. 161900=1 ,0418493=2» 
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si ha 1 ,079181 2=L/, , 1,0418493— L 

— 1 , 0413927 — , — 1 , 0413927 — 

o , 0377885 o , 0004588 

/t=^^-^-|^=o,oi2...,n=ii ,0i2,log. w=i ,0418862 

^ p, 000023 o 25 l 

A=— 0,00001 6gt\— =1 1 38 1 5 =—0,0000389; 

f* I 2072) 

3 / 1=11 ,oi2X— 0,0000389=— 0,0004283668: 

Sy 

iV ossia \ 1 6 1 900= 1 1 ,0 1 2— 0,00042836= 1 1 ,0 1 1 57 1 64... 
valore, die prendendo le sole prime cinque de- 
cimali differisce dal vero meno di o, 0002 . 

Es.° 3 .® Qual è il valore di (2, 7 1 8 ? 

j^i ha 6,3i 8677 1.2,7 1 8=6,3 1 8677X0,4342496=2,7438823 

A “2, 7442930 (= log. 555 ) 

Lj =2, 7436098 (= log. 554 ) 

o, 0007862 

L =2, 7438823 r= log. iv) 

7435098 (—log. 554) 

0, 0006725 

A = — 0,4... ; /i= 554,4; log. /i=2, 7438262 ! 

7833 



1 = 0 . 000059 .: 



ù 



! 0, 0001 i5i2 
= O, 000 16607 



: 0 , 00000 00 
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Jw— 554 , 4 /^QjOooi 3607—0, 0754373 ; 

6,318677 

iV ossia (2,718) =554.4754372 • 

Se il log. dato è negativo, per es.° —1,512986, 
si cerca un n.° JV tale che sia log. iV=i , 5 i 2986 

rd-1 è il n.® richiesto. 

N 

Nel caso attuale si troverà 

N= 52 , 58265 oo, =0,030691, 

Qualora il log. dato L sia molto <1 riesce op- 
portuna la serie (.^)del i 33 . {*\ Volendo- 

si per es.^ il n.° che corrisponde al log. tabu- 
lare , 0,00001 e però al log. Neperiano 

o, 00002 3 o 258 50929 94^5, 
si ha log. c -=0, 00002 3 o 258 50929 g 4 o 5 ; 

'/• log. e ’ = o , 2 G5 o94 9o55 , 

’!i\i tg. = o , 2 o 347 . 

Somma o, 00002 30261 160268807 

e c= 1 , 00002 30261 160268807. 

§. 1 38 Nell’introduzione premessa dagl’illustri ' 
Prof." i PP. Canovai e Del Ricco alle Tavole 
di Gardìner evvi un ingegnoso, laboriosissimo 

f,) La conrergenia di questa serie diminuisce rapidamente mentre cre- 
sce il logaritmo. Se L = a, 3 oaS ec. f z: io ^ , essa è già molto 

incomoda, perciiè sommando 6 termini , Io che esige un’ operosissimo 
cal.olo, in luogo di io si ottiene 9,698850. Se il dato log. fosse 

6,90775,517 lop.^”^ ipoo_) non basterebbero la termini peravere 

un' imperfettissima approssimazione . 
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metodo , per cui si ha con un illimitato n ° di 
decimali esatte il n.° corrispondente ad un dato 
logaritmo. Applicandolo alla determinazione 
deila potenza 2®'* si vedrà che il solo prepara- 
tivo (Tegli elementi necessarj esige molto mag- 
gior fatica che tutto il calcolo del §. 72. Ciò 
sia detto |ier comprovare l’osservazione che fa- 
cemmo nel 5. i 3 o. 

Qualunque metodo per calcolare il n.<* di un 
logaritmo non esistente nelle tavole , è appros- 
simativo, perchè un logaritmo dato, dovendo 
esser finito, non si riterisce (i 3 i) ad alcun 
n.® di tal natura. Quindi è che il metotlo lo- 
garitmico dà l’esatto valore delle potenze nel 
solo caso che la mantissa spettante al loga- 
ritmo della potenza richiesta trovisi nelle tavole. 

§. i3q. Oltre le applicazioni che immediata- 
mente derivano dalla natura dei logaritmi (i3o) 
altre ve ne sono assai utili ed eleganti le quali 
traggonsi dalle resjjettive formole (/’’)» (0 
del §. 1 33 . 

Facendo nella 1 .• x = /(a ) si ottiene 

{^Lagrange Ecoles TSorm. T. X.) 






i(a-*-h cc.)^- 7* ec.)*... ^ 

a . 3 . n 

. . »*n* n n 

.e . c ec- cr# i -k m a I v 

V ^ a— r 

/ 1+ i A ■«- 4.. w... 4. ^ ^ X 

\ a a.3 a.3...n / 

t 1 c” \ 

\ a 3.3 rx-Z-n ) 



ec. • ec. 
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ed il coelTiciente di nello sviluppa mento di 

a uesto prodotto , gli elemenf i a, A, c, ec. essen- 
o /n, è composto di tanti termini della forma 

a b c a . .. 

(2.3...A)(2 .3. . . m)(2 .3. .. v )(2 .3... t) ec. 

quante sono le maniere di soddisfare in n.' in- 
tieri all’eq. 

A-j-nt-j-» T ec.~n . 



Il n “ di cui si tratta è (§62) = i] 

3 . 3 ... » 

rd i termini che compongono lo sviluppainento 
della potenza («+A -1-c ec.)" restano tutti com- 
presi nella formola 

i . 2 . ó . . * na ù c a . . . 

(r) 

(2.3...a)(2.3.../x)(^2.3...i')(2.3...t) ec. 



Basta sostituire bx per b , ex* per c , ec. ^ 
trattisi di formare la potenza 

(a-f bx -^cx* -^-dx^ ec.)® . 

§. i/|o. Essendo ^ un n.® irrazionale qualun- 
que, = '\/«, se si suppone 

(rt + or) ^ —j 4 + Bx + Cx* ec. , siccome 
x)* (i + ^)* cd ^ + Bx-\-Cx* ec. 

=u4^\+^x-\-^x* ec.^ si ha mediante la 
formola (/) del § 1 33 
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A:riog.a+- — ^ ec. Vlog.^+^ (5+Crec.) 

~ 7 !2* 2^Cx ec.) 

e quindi ec. ec. 

A=J, /(^Ì£=ia^-i, C^SLJAJ<tz^J-^^ 

a 0.A 2a* 2 

Dunque lo sviluppameilto della potenza irra- 
zionale di un binomio soggiace alla legge stessa 
che regola lo sviluppamentp della forinola 
Newtoniana, ed è 

I y« V» »y V«-« -v',('v'a-i)V'«-2 

^a+jr} =a +-¥«.0 .x+ — — -a .x‘+ec...(U} 

espressione generale ed inalterabilmente confor- 
me alla forinola del binomio, perchè dovendo 
soddisfare a tutte le ipot. possibili relative ad «, 
e però anche ad 

u—i , — 2 ,= 3 p , 

non può pre.sentare alcun ternune che sia in- 
compatibile col termine generale 

T — a X 

1 . 2.3 n 

H 

qualora vi si faccia in=^'\ p =p. 

Diminuendo gradatamente « finché si cangi 
in — 13 si ottiene 

afa) .xq a .x*ec. 

1 . 3 

Tom. I. V 



\ 
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-V^-|3 », 

Questo e log. a log. a sono due 

risultamenti suggeriti dall’analogia. 

§, 141 Mediante la citata serie (/) si ha 

log. 1 y ~ V |log. a + log. ( 1 n/— 1 ) I 

— V <log.fl-| V — i-j- — — _ V — 1 — ec,S 

( ^ ■ a 3«‘ 3 <r 5 

Suppongasi 

V j log. o+Ìec.|=^ e 

e si avrà log. (a-j^òV—iy 
Se v=p-\-gV— i risulta 

l.Ca+iv'-i /’+’ ■"'=0.+9V-i ;^1. 04! v'-' +j! - CC 

Si sommino i prodotti reali 
pongasi 

p|log.«+Ì‘.ec.j -<! 

il coefficiente di v'— 1 ne’ prodotti immaginar] 

y/ — 1 — v'— 1 ec. I , qV— 1 Oog «4-—^ ec. > cioè 
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''Ir ^“-5= ^ 

e si otterrà log. {a-\-by/—\Y^*^ . '=^+ 5 /— i . 

♦ §. 142. Alcuni probi, specialmente fra 
quelli che si riferiscono alla teoria delle com- 
binazioni o delle probabilità , esigono che ^ si 
appuri il valore di una frazione , i cui termini 
sono composti di un gran n.“ di fattori equi- 
differenti . 

Tal è per es.® il coefficiente del termine 
25,. esimo (Iella potenza (« 4 -A)*^ , coefficiente la 
cui espressione si sa essere (§.64) 

600.499.498 261 

i.a.3 a5o 

A tal effetto giova risolvere il seg. 

Probi. Si dimanda una formala che dia la 
somma di una serie di logaritmi spettanti ai 
consecutivi termini di una lunga progressione 
aritmetica . 

Abbiasi una progressione aritmetica il cui 
ultimo termine sia z—d e la ragione ^d . Pre- 
vSo il log. di ciascun termine s’ indichi per 
S log. (z—d) la somma di tutti i logaritmi , e 
pongasi ^ ^ ^ 

(i)..51.(z-rf)=(^.s+5>-|-rz»+Z)a'' + Gz eie... 

Sostituendo z—id per z, S log. {z— 7 >d) è la 
somma di tutti i termini logaritmici meno l’ul- 
timo , e si ha 

S \og.(z—d ) — S log. (z— 3 c?) — log. {z—d) =0 . 
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Ma la serie (i) dà 

D(z-"x<V) -^E(^z-^d!) etc. 

Dunque si ha l’eq. 

^ X.<^Iog.z-l-5}5-}-C-|-i)s -\-Ez -\-Fz eie. f— ^ {A log. (z— 2 d) 
ìd) \-C-\-D(^z — “ìdy -\-E(z — a</} elc.^ — ìog.(z-d)=o 

che mediante i logaritmi tabulari si cangia in 
log. z-\-Bz~^C-\-D~\-E-\-F-Y~ ^ 

z 2 * 2 * 2 ^ 

(r-2^T)^#*Uog.z-^-4^-8rf*-,6^/^-32<f 1_ 

C z a- 2 * 3.2* 4’Z^ 5.2* ^ 



i? (2-2C?) — C — D— E — F 



z-zd (z-at/)* {jz'zdy (z-a</)^ 



etc. — 



/* (log. z-d - d* - d} - d^- d> , ^ 

— — ^ -€tC .)=0 

» 2S* 32» 42* 52* 



f Siccome 2 



L^=1 + =^4.4£ 

-a<i 2 2* * 2^ 2< 



2 _ 4 _ 4 ^ 4 _> 2 //* , 32^5 



+ . 



etc. 



(2-arf^ 

■ l + ^if+?4f!l+l4Ketc, 

s» 2* 2» 2» 

ctc. 



(z-a.^/ 
eie. 



riunendo i termini resjiettivamente affetti da 
log. .z, 2‘ , z° , 2-3^ gj 

{^2-//(2-a<0-i}log.2+(5-5)s'+(C-C+arfB+a/i^^)2«> -H 



( D — 4<£* )z-i + 

(£’— 4 d»^ ^ £:+ ) 2-* 4 - 
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i 6 



dH 



(F- 3 dUfjt+ -^d*AiA-^d‘D-iidE+^ -F) z * + 
(G— d^yéa + -8iPD - 1 ^d*E-6dF-G 4 )z-Hetc. 

^ “T 

Ouincii A.^d—\=o ossia A— i- = o j 

^ aa 

idB^idA^—o ^ cioè J?-j- !L=o : 

2d 

—id'A^-\-df=o, cioè 0=0 : 

= o, 



vale a dire = o ; 



34 

— ^Èd‘^Aik—^d^ D — 4^^ “1~ — M=o', 

la 3 

ossia LjP f4-h4c?’ i)+4</£=o, equivalente ad 

3 

^ d* j* -|-c? o • 

Siccome si è trovato =o essa dàjB=o. 

34 

Si ha parimente 

*~U^Aìl-\- '^'±d> Av^-^d} MdF^ ~ j*=o, ossia 

5 4 

i <£5f*4-8^/‘i)+6F-£ ft. 

5 4 

Ma in forza dell’eq. D-\^ = o 

,n ^ ^ 

si ha ^d*' D——^ — f* . 

4 

Dunque j| /*4-2t3?* Z)-{-6jP=o, 
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e finalmente 3 F-}-g?* q . 

5-8 

Proseguasi e si avrà 

^=o,C-C=:o,B-{-^-^o,£=o, 

5F+d- I)+'ILj!^,G=o,bH+iod* F-bd^ B+^ 

5.8 J.12 

■{I=o-,7k^Zbd* II-*-2 id‘i L=o, 

9.16, 

gM^S^d'A^i26d^H^36d^F^d^B^'tjì^,N-- 



I i.ao 



Quindi 

£=o,F=7^^ G=o, 

//=-^,/=o,A-==12^^i=„.M=--Ìli£^ 

I2(>0 1080 ‘I188 

iV=o ,0 = iiMZId> , 

36o36o , etC. 



L’eg.* (a) soggiacciono ad una legge sem- 
plicissima . In fatti i coefficienti numerici de’ 
termini antecedenti all’ultimo , sono quelli de’ 
termini di sito pari nelle respettive potenze 
dispari di un bmomio; e gli ultimi termini 

d'* fi dfi d^ (I eP fi (fi fi d^ fi 

■ . „ » ^ » ~7 q » » — :r > » 

1.2 34 5.0 7.12 g.ib 11.20 



sono tutti compresi cominciàndo dal 2 .* nella 
forinola 

. Dunque 

[3+2(71- 1 )] [4 + 4 («- 1 )] 






O, 



;o,etc. 
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(2)....51.(2-^)=C+_ 

^ a 



z\.z fiz dii. 3 ìd^fi 






laz 3(XJ ; 



1260 z‘ 



etc. 



e sono inutili i termini che succedono al 5 .“ 
ovvero al (j.® perchè non si la uso della serie (2) 
che quando z è un n.° assai grande. 

Per determinare la costante C si concepisca 
un n.® a tale che i n.* 

a—ùdy a — d, a~\~d, etc. 

sieno altrettanti termini della progressione data, 
e suppongasi di dover trovare la somma de’lo- 
garitmi ai tutti i termini della serie stessa 
compresi fra a e z. Sia per es.® la progressione 

1^3,5,7,9,11, i 3 211 

e si voglia la somma de’ logaritmi di 100 ter- 
mini cominciando dal 7.® inclusivamente, che 
equivale a sommare 

log. i 3 , log. i 5 , log. 17, log. 211. 



Abbiamo d—i , z=2i2, a=i2, ed è chiaro 
che C dev’esser tale che S log. {z—d) svanisca 
quando vi si fa z=a= 12. Ciò significa che deesi 
avere 



2-iia-dii +7d^a - 3ir/V 



Ila 36oa* ia 6 oa‘ 7 

espressione equivalente alla somma de’logaritmi 
di tutti i termini compresi fra o ed a, purché 
si prenda positivamente e si completi con la 
dovuta costante , come ben tosto vedremo. In 
seguito indicheremo per Z il complesso de’ter- 
mini che nella serie (2) succedono a C. 
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Sia rìchifista per es.® la somma de'logaritmi 
(le’n‘ dispari compresi fra looo e loooo, e si 
debba tener conto di tutte le decimali il cui 
rango non oltrepassa l’ottavo. 

Essendo 



a= 1 ooo,z=i oooojf;^! i 9 (i 3 S)siha 

z loff. z 

= 20000 , ooooo ooooo 



1 d 
36o s* 



= o, 



ooooo ooooo 



Somma 20000 , ooooo ooooo 
2171,4724095162 

3 d 

— dyi. 



13Z 



o , oóoóò 36 igi 



Somma— 2171 ,4724» 3 i 354 (*) 

Tolta la 2.* somma dalla i.*si ottiene 



2=17828,5275868646. 

Nello stesso modo si trova 
C=— -1282 , 86272 28572 . Dunque 

Z-l-C= 1 6545 , 67486 40074 • 

Volendo i logaritmi de’n.* dispari fra oe 10000, 
ovvero fra o e qualunque gran n.° , giova pren- 
dere per a un n.® pari, semplice e sufficiente- 
mente grande, perchè la serie componente il 
2.® membro dell’eq. (2) risulti assai rapida. Fatto 

C*) Si tcrire 4 i» fine perché prendendo nn maggior n.° di decimali &i 
avrebbe 1171 , 47341 3 i 353 798 .... 
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l^er ^s.° a=ìo si trova che il i membro dell’é(][, 
(2) nell’ ipot. Ai z~ a si riduce a 

log. 3 + log. 5 +log. 7+3 log. 3 + log. 1 1 + log. 1 3 

+(log. 3 -f-log. 5 )+l. 17+1.19=^8, 81606 16270 

Passando a calcolare il 2.® membro si trova 



a loff. a *0 loff- 30 _ _ 

— ^ — = »oX > > 3 oio3 99956=: 13,01029 99^66 

00000 , 10555 

360 2880000 2880000 

Somma =i 3 ,oio 3 o loi |2i 




= 4.3429448190 



d 0.43439 448»9 

120 34 o 



=0,0018095600 



3 ì d * t * 3 i Xo, 434394 |8iq 1 3,463 1 2 80389 

= ^ — =0,0000000033 

1260 Ho 320 ouoooo 4033000000 

Somma =4. 34475 43823 



Quindi Z= 



i 3 ,olo 3 o 101 j2i^ 

-4,3447^4^823 5 



, 66554 66298 , 



8,81 606 1 627o=C+ 8 , 66554 66298 , 
e finalmente O=o , i 5 o 5 i 49962. 

Se vuoisi la somma de’ logaritmi de’ n.* pari 
fra o ed un n.° qualunque tacciasi a=2i e si 
avrà C--0 , i 4856 672 . 

Qualora si riciiieda fra i limiti an/idetti la 
somma deiogaritmi de’n.* naturali, siccome 
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rf— 0,5 giova supporre «—20, 5. Fatto il cal- 
colo si trova, 

0=0,39908 993. 

Proponiamoci per es.“ di determinare la som- 
ma de’ logaritmi di tutti i n.* naturali sino a 
100 mila inclusivamente. Essendo 2fi?=i si ha 
<£=0,5 e z= 100000, 5: quindi 

log. z= 5 , 00000 2 1 7 14 : per conseguenza 

= 500002,71714 73858 

2a 

C = o , 39908 9954 1 
Somma = 5oooo3 , 1 1 623 77 1 79 



- /*-- = 4^429 5 66533 75661 

3 d 

= 0,0000001809 

1 2 Z 

Somma = 4 ^ 4^9 > 66533 77470 



Vogliasi per ultimo es.® il coefficiente del termine 
25 i.«ùoio il valore della frazione. 



5 oo . 499 • 496 25 i 

1.2.3 25 o 



con 20 decimali. 

Tutto si riduce a determinare separatamente 
le somme log. 25i-|-log. 252 . . . . log. 5oo . , 
log. 1 4“ log. 2 -j- log. 3 .... + log. 25 o. , 
ed a sottrarre la 2.* dalla 1 
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Posto z—boo, 5 , e d=o.b l’eq.* (2), ( 3 ) danno 
respettivainente. 

Z— ii 33 , 68735 11410 3 qi 3 q 91474 
Q— — 492 , in 53 28772 45405 5 q 5 i 8 
Z-|-C=64i , 57601 82617 93735 3Ì956 

Questo n .® equivale alla i.“ somma di cui sopra. 

La 2.* si ottiene mediante le solite eq.* (2) , 
( 3 ) , ma conviene assegnare alla costante, che 
indichen^mo per O , il valore dato dalla for- 
mula ( 3 ) . Il risultamento è 

Z* —492, 1 1 133 28772454055^518 
O = o, 59908 99541 79067 52429 f *) 

Z‘ 4 -C* = 492,61042 28114 244IÌ3 11947. 
Dunque 

Z-\rC—{Z^ -|-C' )=i 49 ,o 655 g 54603 683701995^ 
è il valore richiesto. 

CAPITOLO IX. 

DELLE SERIE. 

ARTIC. I. 

Nozioni {jeiierali. 

§. 143. I^arecchie quantità sottoposte ad 
una costante leg«;^e di successiva derivazione, 
o provenienti dallo sviluppamento di una de- 
terminata funzione, costituiscono una serie. 
Appartengono a queste come casi semplicis- 
simi le progressioni aritmetiche e geometriche. 

(*) BtuU fare nelle foimole (j) , (3) » — a5i , <1 — o,5; a = o,5. 
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Prescelti due termini qualunque, per es.®^ 

1 , 2 x, se si stabilisce' che il 3.° deblia equiva- 
lere per es.® al prec. moltiplicato per 3cc, più 
l’antiprec. moltiplicato per 2 ar* , si ottiene 

1 , 2X , , 28 jl'^ , 1 oox^ , . . . . 

La medesima serie derivasi altresì dallo svi- 
luppa mento di , che in conseguen- 
za dicesi /raz/07ie della serie . Cosi 

somministra 



a 



■A 




1 

8^ 



X* -f-.' 



In generale ogni metodo inverso è fonte d’in- 
numerabili serie, ordinariamente infinite: sono 
al contrario tutte serie finite quelle che na-t 
scono dai metodi diretti, moltiplicazione, for- 
mazione delle potenze , ec. purché finiti sieno 
i polinomi a cui si applicano^ 

Indicando per f.x la funzione generatrice 
di 

<7o «I X -\-a^ X* . . . . + 

si è convenuto di chiamare per brevità f.x 
funzione generatrice di On . In fatti </» x" è il 
termine generale della serie (ii8), e siccome 
il fattore x" facilmente si aggiunge, basta 
ch’è una determinata funzione di w, in- 
dipendente da X, per costituire la derivazione 
de’ successivi termini. 
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La teoria delle serie, uno de’piìi vasti ed 
interessanti rami dell’analisi calcolatrice, mette 
in correlazione le parti elementari e le tra- 
scendenti, e mentre concorre come ausiliare 
nelle principali indagini dell’ mie e dell’altre, 
giova in modo particolare alle seconde, da cui 
reciprocamente riceve poi nuovi e distinti gra- 
di eli perfezione. Attesa l’importanza delrar- 
gomento noi ci proponiamo di trattarne con 
una sufficiente estensione, proporzionata per 
altro alle forze del calcolo algebrico, cui ben 
di rado è permesso di sollevarsi alla sfera 
della sublime analisi. Il compimento dell’attuale 
teoria forma una riotabil parte del tomo X . 

*§. i44* Essendo a„ il coefficiente d’j:" nel 
lo sviluppamento di f.jc , quello d’ x" nel re- 
sjiettivo sviluppamento di 

f.x -jrJi \ 

^ \ XX* X* / 

e On-h ^On-t-h | ^ 

è per conseguenza 

^H-+— lA— 2<7„4.A , 

sA 1*3^114. A > 



I m(m-i) 

^B4-raA-y/Wii4.w.iA-r 
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il collìclente d’ nel respettivo sviluppa- 
mento di 



/•■'C il-' (jf" ) ) 

Sono queste le prime nozioni del così detto 
Calcolo delle Funzioni Generatrici . 

§. 145. Ogni frazione generatrice equivale 
alla somma generale s quando la serie conver* 
ge e si suppone protratta all’ infinito ; ne dif- 
ferisce del residuo che sempre succede al ter- 
mine generale cui la somma s si riferisce , se 
la serie sia divergente o finita . Si lia per es.® 



jr" ? 



.7 






n — jr f fl rt’ 3 fl" (rt jr) 



... (.) 



.d V 5., Y,=?:rz:r(=JL__7.r: 

7-1 \a a’* J\a \ a-x a\a^x)/ 

equivale al 1 ° membro dell’eq. (1} nella sola 
ipot. di a>x ed nella quale il residuo 



X 



H+ I 



fi" (fi— x) 



riducesi ad 



X 



OC 



JC , 00 



a" (fl-x) 






= 0 . -^=-o(*) 
a-x a — X 



3C • 

f*) Difatto i n.i — — , *«• dioiinni scono roccessìvaroente in fona 
a a* 



delle proporzioni 

jc^ X X x^ x' X 

- : - : ; - : I i i J ec. 

re a a tv a a 



Digilized by Coogle 



239 



• • ^00 
Quando la serie diverge è (~ ) =oo , e 



perchè il fattore ( ) è necessaria- 

* a-x '■ x-a ' 

mente un n.® finito > il residuo cresce indefini- 
tamente col n.® n . (^*) 

Facendo nell’ eq. (i ) a = 2 , 3 . ec. ed x=i 
ji ritrovano le serie dei §. 122. Al contrario 
se si suppone a=i ed x=2 la predetta eq. si 
/cangia in 



— 1={ l-j-2-}-2* 2" } —2"-^* 

e la serie dentro le sgralFe non è = — 1 ma, 
Lensì =2*-^*— 1 . In fatti (118) 



r rt—a-t 2.2" -1 _ , 

1 =^— ] = 



Nella stessa guisa facendo x=i nell’eq. 



1— X* 



1 a X* -*-x+ 



^ ^ y =rv V i+axVx4 



si ha o={ I— 34-5—7+9 . . . ± 00 ) rp . 

È 4 ‘ 

assurdo che la serie 1 — 3+5 ec. protratta 

all’ infinito svanisca , e quando con un meto- 
do legittimo , che dee per altro dipendere dalla 
frazione generatrice , si trova i— 3+5 ec.=o, 

O Non è dunque permesso d’imitare un moderno Autore, che riguarda 



la frazione ■ 



m — iix 



come la somma del suo s^il uppamento 



a an , anr , an 

x + — .X*. 

“ ' — m* 



m 



m* 



1 



.a«+-9 
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ciò significa chela frazjone suddetta, nell’ippt, 
d’ JT— I svanisce , cioè cfie Tjavo è la somma della 
serie infinita i — 34~5 ec. presa insieme col resi- 
duo . I valori —1,0, spettanti alle respettive 
serie 

1,2,2*,....;!, — 3 , ~j— 5 , — 7 , ec. . 

noi li diciamo somme compì ementarìe perchè 
richiedono come loro complemento il residuo, 
jjer distinguerli da’ limiti propriamente detti 
(122) con cui non hanno affinità. 

La pretesa somma delle serie rappresentate 
palla formola i®— 2“ r3"‘ —4” ec. {Soc.Ital.T.lV) 
è una somma nel senso esposto , e noi abbiamo 
dimostrato (Tratt. AnaL di Trigon." ec. p. 29) 
che gli artifizj co’quali è rintracciata di|>endono 
dalla frazione generatrice. 

Nell’ipot. di «- Q0 la somma di una serie 
letterale -f- ... 4- </„ si converte nella 

frazione generatrice fecendovi 

Così la somma generale di 

* 1 X 

j7-|- o:* • • • • “H converte in -lE— , 

l 

ed è appunto la richiesta frazione genera- 
trice . 

Le serie sewiconv ergenti , osservate da Legen- 
dre (Inst. deFrance 1809) sono capaci di limite 
e di somma complcmentafia . 

5. 146. Diconsi ascendenti le §erie della 
forma 
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^x“,+ Cx^+“.+*«ec. 

dove «,« , ec. son n.* positivi. Affinchè con!- 
vergaho dev’essere x piccolissimo. Sono di- 
scendenti 

Ax°^ B x“^ *' + C X* ec. 

Ax~*^ B +Cx~“““~*//ec. 

e convergono quando il valore d’x sia gran- 
dissimo , 

Si eccettua j)er rapporto alle priipe serie il 
caso elle la serie 

a,a-j~a , ec. 

lentamente diverga ed i n.* A,Bec.. converga-r 
no rapidamente , poiché la serie ascendente con- 
verge quantunque x non sia di straordinaria 

S icciolezza , e si verifica lo stesso della serie 
iscendente ancorché x non sia molto grande. 
Questo fatto analitico sarà comprovato con 
gli esempj nel Cale. Differenziale. 

Nell’ipot, d’ X piccolissimo, purché non si 
combini una straordinaria picciolezza di y/ con 
una simile grandezza di C, ec, i termini 

^ X*' , , ec. sono trascurabili in con- 
fronto ài A ^A-\-Bx‘^^ 

risulta =Ax“ . 

Così j = Ax^ ^ 

X •••) Px 

Tom. /. a 
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formola che svanisce con .r se «>/?, diviene = 

se a~p , ed =00 se acp ed x=o. 

Posta la 1 .• serie discendente ( in cui la 2.* 

è compresa ) sotto la forma x*( A -\-B x ec,) 

si ha nell’ ipot. d ’ x grandissimo y=Ax* . 

si deduce y = . , 

x\P-\-Qx '...) />/ 



formola che diviene infìnita con x se a>p, si 
riduce ad ^ se a—p, e svanisce se a<p ed 



;r = « . Dunque 

IxC serie ascendenti e le discendenti , ec- 
cettuato qualche caso rarissimo , si riducono 
al I.® termine supponendo x piccolissimo nelle 
prime , grandissimo nelle seconde . 



A R T I C. II. 



Sviluppamento diretto ed inverso 
delle funzioni. 

5. i47* frazione algebrica, il cui de- 

nominatore sia composto di due o più termini , 
si svolge in serie jnediante la divisione, e qua- 
lora i termini del denominatore sieno affetti da 
una diversa potenza di una quantità indeter- 
minata Xy come nelle fi'azioui 
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a a-\-bx 

• , ^ , ec. 

b~\-x c-[-dx-\-ex’^ 

lo svlluppainento richiesto può rappresentarsi 
con la serie indeterminata 

-}- «1 a' + /73 j:* .. .+ cr» jr* , ed i coefficienti si 
determinano moltiplicando ambedue i membri 
dell’eq. pel denominatore, e facendo servire alla 
verificazione della medesima un’adatta ta ijx)t. 
relativa al valore d’x, combinata con qualche op- 
portuno artifizio. Trattandosi peres.® di svolgere 



la frazione 



b — X 



pongasi 



” «o 4- «I X’ < 7 ^ x*? ... ^2) 

quindi si deduca 

a^Oa ^ H~ ( a* b — Oo ^ )*^“ • • • 

e siccome quest’ eq. dee verificarsi indipenden- 
temente da ogni particolar valore d’x, può 
supporsi x=o . In tal caso risulta a=Oo b cioè 

ao = ~ . Soppressi i termini eguali a, Uob e 

fatta la divisione per x resta 

o=ra, b—Oo +( «a b—Ot )x -f-( as b—a^ )x* . . . 

e facendo di nuovo x= o si ottiene 

Oo a 

<7, — — _ — ; ec. 

■L’immediata ipot. d’x=o fatta nell’eq.' (2) ci 
avrebbe dato 
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<Zo — — 



a a 



a 



T — «I JT* 



ò ’ jc i ... 



ossia 



«or 



6{&—x) X* . . . eq. che divisa 

per ^ dà nelMpot. d’x=o, | = a. , ec. come sop. 

Se la frazione sia della forma ■ ■ ■ 

J^(«+Px-hyx* ...) 

s’istituisce l’eq. — i 

^ «-h^.rec." 
elosviluppamento finale è 

«o -j- c, -f- a, X""*-*-» 

Isvolgere una quantità universalmente 
a a un segno radicale s’innalza ciascun 
radi^ale° ^ espressa dall’indice del 

Cosi v/(a* -X* y=ao X» +^4 x4 ....+«.„x* 



dà 






/7o* +2flo <7, [ x*-f j J.4 -|-2<7 o < 76 |x« ec. 



+ 



+ 2 < 7 oa 4 | + 2 < 3 T ,<74 



quindi <zp=a flr,= — ^,<74= as— ^ er 



ec. 



e però V(a» — )~a— — ^ 

«> • r ... , 

oe SI rosse istituita l’eq. 

V'Cfj* — x» ) = <7p -j-a, x4-<5r, X* -hfifj x’ ec. 
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si sarebbe trovato Oi =o, a-i =o, ec. È dunque 
talvolta utile un’anticipata co^izione della legge 
che circoscrive la forma della serie cercata. Ve- 
dremo in seg. che tal cognizione è in alcuni 
casi necessaria , per evitare qualche grav’errore , 
cui l’ingegnoso metodo de’ coefficienti indeter- 
minati di cui qui si tratta , andrebbe altrimenti 
soggetto. 

Giova qui notare i .® che siccomé 
x“è=[x, )]"* la funzione x" — Xi* può 

svolgersi in una serie ordinata per le potenze 
d’x — X, . 

2 .® Che per essere 

x»^ » =[x. -|-(x— X, )]’"!>, + 0 — Ji ) 1 " 

la funzione x®^" — x< è sviluppabile in 

una serie ordinata secondo le potenze ed i pro- 
dotti successivi de’ binom j x— x, , jr—yt . 

5 . 1 48 . Talvolta si ha y^Uj x+c, x* .... (5) 
e vuoisi x=^bty-\-ity' ec. 

È questi lo sviluppamento inverso delle fun- 
zioni, altrimenti detto regresso delle serie. 

Sostituita ne’ successivi termini dell’eq. (3) 
l’ipotetica espressione ec. perx, si 

ottiene 









y^^■a^bl^ 


1 




1 +2<3rjòiò. 


4-<7*Ò, 






+ a^b\ 


-\-Za%b\bi 








4* «4^* 



-4-2<7»3i ^4 

-l-2ai3»Ò3 

-f-3aj 

-f3ff, brb\ 

+4«43j3, 

4- a^bt 



ec. 
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Quindi 

b. 



j * , 1 2fl — ai 

Oi — — ,^a= j = , 

«, a, 

1 



—7 (5<7, a, —a\ «4 -▼Sa* ) 

I 

Z * ^ 4 ' 

14^. 21 a,a|a, +6z/|aaa4+3a) a* — a*a, ) 

ec. 'ec. 

Se la serie proposta sia^=ao -{-a, o-d-a, x* ... 
si fa j— ao —u onde avere u=Ut x-^-a. x* . .. 
e si suppone .r=3,M-j-3, a*.... 

Determinati i coefficienti si sostituisce perz/. 
Si opera in una maniera consimile per ricavare 
X espresso per r e viceversa, da un’eq. delle forme 
a, x-f-a» X* ec. =3, j + J-* ec. 

ai x"^" ~l~aa ec. = bt xP -j- 3* xfiy^‘ ec. 

* §. 1 4g. Data un’ eq. algebrica in x, y ^ 
svolgere la y in una sene convergente ordina- 
ta per le potenze d’ x , è un probi, difficile ed 
interessante . 



Abbiasi 



m n 



ax j^-4-ax y -j-a x y ec.=o. 



e si ponga y—Ax ~\~Bx^ etc. , «, /3 etc. essen- 
do qualunque . La convergenza esige che sia x 
piccolissima e che a, 0 sìeno n.* jxisitivi crescen- 
. ’ .ovvero X grandissima ed «, /3 etc. n.* nega- 
tivi , o positivi decrescenti , che dopo un certo 
punto divengano negativi . Fatta la i.* ipot. si 
può assumere per una i.* approssimazione 

y=Ax* . La proposta diviene 



a A 



n 

X 



a'A 



n m 
X 



■^a"A X 



,« +-«n 



a'"A 



m" 



.un 



X 



elc.=o 
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e siccome dee verificarsi per approssimazione 
fa d’ uopo distribuire i termini per ordine di 
grandezza , e tener conto di quelli che hanno 
il minimo esponente. Ciò per altro suppone che 
la trasformata abbia almeno due termini pa- 
ragonabili fra loro , cioè dello stesso grado , e 
perù tutto si riduce a trovare un valore di « 
che abbia le due seg. proprietà . 

1. ® Di rendere uguali fra loro almeno due 
degli esponenti 

;n-}-an , rn!'-^an" , etc...(A). 

2 . ® Di rendere i termini affetti da essi mi- 
nori di tutti gli altri . 

Per soddisfare alla divisata indagine si para- 
goni il : ° termine della serie (A) con ciascuno de’ 
susseguenti , e se ne deducano altrettanti va- 
lori a , a." etc. di x , cioè 



f m 

A = _ 






ff 



n— « 



m"~in 



n — n 



Uf 

A = 



TÌX ^^TTÌf 



, etc. 



Quindi 

*-m=-a'{n-n ^ , w"-m=-«"(n''-7i),/n"'-m=-«'"(/i'"-n),etc. 
Posto ^ la serie (/^) prende la forma 



Si distribuiscano in tal guisa i termini della 
proposta che i n.* n'— n, etc. riescano 

positivi ; diasi ad « il massimo de’ valori 
«' , etc. ed il termine della serie (£) af- 
fatto da sarà = t e minore di tutti gli altri. 
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Sla per es.® Il 4.“ termine (ìi (^ìsirl- 

tlnce a T ed i n.* (n'-rì) («“*') , («“«' ) , etc. 

mediante la sostituzione di per « risultano 

positivi. Dunque il massimo valore di « 
soddisfa ad ambe le contlizioni. 

Se il probi, può risolversi con altri valori 
questi deblxjno essere minori di quello già tro- 
vato. Infetti, mettendo in {B) per * un n.° 
il 1.® termine diviene <di tutti i susseguenti 
e la 2.* condizione non è soddisfatta. Prendasi 
dunque per « un n.® primi tre termini 

della sene (5) risultano maggiori del 4-° per- 
chè a— a "co e > di tutte le differenze nega- 
tive che possono trovarsi fra le differenze ante- 
cedenti . Oltre di ciò , siccome n , n , n" etc.- 
progrediscono , il n.® n!" — n che moltiplica 
a—a"fìZ>ii—n, >n"—n. Si dee per conse- 
guenza prescindere dai termini antecedenti a 
(juello a cui appartiene il massimo de* valori 
a", etc. Èjpoi facile il vedere che fra i termi- 
ni susseguenti ve ne possono essere alcuni mi- 
nori de' primi già contemplati. La ragione si è 
che alcune fra le differenze ,ec. possono 

essere negative, e che le differènze onde si trattu 
sono moltiplicate per li respettivi n. • n"'-n,n''-n ,ec. 
maggiori di qu^li che toro corrispondono in 
quella parte della serie che si è considerata in 
primo luogo . Per avere una 2.* soluzione non 
si dee dunque far capitale che del termine af- 
fetto dal massimo valore di a e di quelli che 
gli succedono . Nell’ ipot. di u'" massimo , il 
termine che dà la 1 .* soluzione essendo il 4 * 
di (iJ) , la serie da contemplarsi è , 

/n'’’-f-«w'”,etc. e questa si dee trattare come la 
serie (A) 
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. Può sucx:edere che uno stesso valore di a ren- 
da eguali fra loro più di due termini. In tal 
caso si parte per la 2.* soluzione dal termine 
più lontano dii 1 , perchè gli anteriori al pre- 
detto termine più lontano lo superano, quan- 
do si prende per a un n.° minore del piassimo 
valore trovato con l’ operazione antecedente . 
Nella 2 .* ipot. d’ x grandissima i massimi 
termini dell’eq. sono affetti dalla più alta 
fiotenza d’ x , e per trovarli basta determina- 
re « in guisa, che due termini della sene 
sleno eguali fra loro e maggiori di tutti gli 
altri . 

tale oggetto si «teglie il minimo de’ va- 
lori a", etc. Si può anche sostituire i_ per 

X e cercare l’ espressione à'y in t nell’ ipot. di / 
P>iccolissima . 

Es.° Sia l’ eq. 

x^ + al" -Z- -|- a>'^x' r’ *21 = o. 



La sostituzione ìSiAx'^ per dà 



a-\-a Ax -pa A x ^ * +« A x -|-a A x 4'^ 






e nell’ ipot. d’j: piccolissima deesi determina, 
re a in guisa che due de' n.* 

{ o,3-4-a, -i-|-2rf, “5n-/^a, 2-}-5a, “3-f- 6* ) ...(i) 

sieno eguali e minimi. Le solite eq.* fra il i.® 
termine e ciascuno degli altri somministrano 




a'"=V4, = a*’ =■/. }...(2) 
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Dunque = ‘A . In fatti la sostituzione di que* 
sto valore per « cangia la serie (i) in 



o, «A, o, "A, **A. 

Il paragone del termine — 5-|-4“ con ciascuno 
de’ due susseguenti dà 



e riguardando come maggiore quello che meno 
si allontana dal positivo , cioè — i , riduciamo 
la serie (i) a 

0,2, 3, q, — 3, g 

fra’ cui termini il 4*® cd U 6.® sono eguali e 
minimi . 

Il 1 .® valore di a dà la trasformata 



a—àAx X — a"'A‘* -f à^A* x A^ x 

e ptTÒ a—a''A^ =o ossia V . Trovato 



il termine Ax^ si ponga A jc*-)-j'perx nella 

proposta; fatte le riduzioni scrivasi i5 x^per 
y' e si determini fi e £ come sopra: quindi 

si sostituisca £x^ ’ per y\ si scriva Cx^ 

per j ', si determini y, C, etc. 

Il 2 .® valore — i di « dà la trasformata 



rt — a' Ax*+-n" -^a'^ A^jc-^ — a’ A^x -’=o 

V a'" 

. Bisogna dunque 

che a"', a'' sieno di segno diverso . 



A 

=0 
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Supponendola x grandissima abbiamo dal- 
la serie (2) » =. — 5 pel valore minimo , e 
questo cangia la serie ( 1 ) in 

0,0, -7 , — 17 , - i 3 l 5 ; 

dove i due primi termini sonoeguali e massimi. 

Mediante il paragone del 2.® termine coi sus- 
seguenti si ottiene 

a =4 , a" = »/* , = V4 , 

Preso il minimo a'"= 'A si ha la serie 



O ,*»/4, — V4, — 4, > 5 / 4 , — V4 

della quale i termini 2.° e 5.® sono eguali e 
massimi . 

Paragonando il 5 ° termine della serie (A) 
col 6.® si trova a— 5 , si ha la serie 



0,8,9, i 5 , 27 , 27 

e però 27 è una 3 .“ soluzione . 

Fatta la sostituzione del 2.® e del 3 .® valore 

di a in /ix^ si procede al solito a determinare 
A e quindi ec. 

Se nella serie (A) si trovano due termini af- 
fetti da uno stessomultiplo dia come 
mS -i-an^ \ la relativa grandezza de’ termini 

stessi unicamente dipende dai n.* m 
perciò deesi considerare quello soltanto de’ pre- 
detti termini che contiene il minore de n* 

\rrS- \ se si è fatta l’ ipot. d’ x piccolis- 
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siina : quello che contiene il maggiore se l’ipot. 
stabilita è quella d’a: grandissima. Ciò per es.®" 
succede relativamente all’eq. a^-2ay bxy=o 

la cui trasformata è 

a’ — 2 a A ’\‘bAx * A' x^* — o....(i ) 

e gli esponenti, di cui si dee tener conto nell’ ipot. 
d’ X piccolissima , sono o , « , 2 a . Le solite eq.* 
danno «'=o , «"=0 j quindi a* -2aA-\-A^ =0 

Q 

ed A=a . Pongasi nella proposta a-\-Bar per^ 
onde avere 

bax+-bBx^~^^-\-B* x*^ = 0. 

Le solite eq.* danno < 3 '— o, /3 '=v.. Il 2.® valore 
di /3 rende uguali gli esponenti del 1.® e del 
3.® termine aella trasformata e jierò si ha 
B=V — ab . 

Proseguendo si trova 

y=a’^l»bx+- V {-al}) V x{\ -V*. * 7 — 

sviluppamento che coincide con quello dell’espres- 
sione 

y—a — ( 3 * jc * — ^abx ) 

risultante dall’ immediata soluzione della pro- 
posta , purché si avverta di trasformare 

v'( 3 “ X* —l\abx) in ^ {—abx)\/ ) 

Nell’ ipot. d’ X grandissima la trasformata (1) 
dà »' = — 1 , «"= 1, ed al 1.® valore corrisponde 

A ~ . Così trovasi B— — , etc.e la 

b b* 

- 2.® soluzione è 
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a* 2n® 




sviliippamento identico a quello di 

y—o . — b* X* + l^ab x') 

purché il radicale si cangi in v»^x(i— 

Ox 

si prenda il segno superiore. Si ha lo svilup- 
pamento che corrisponde al segno inferiore con 
prendere per a, il 2.® valore a"=i. Si cerchi 
per esercizio l’espressione à’y relativa all’eq. 

—y^ y = o : cioè 

X piccofc. 



X grandiss. 




2 a*® 

x 9 

Va^ 



55a-3 



ec. 



»/. 



1 

‘ x^ 
Va^ a* 



y/a 

, y/ x^ I ■ ~ 

‘’+’''V7 '+ “• 



Nel calcolare la i.* serie avvertasi che dev’es- 
sere | 3 >a, y>/ 3 , ec.; viceversa quando si tratta 
delle altre tre. {Lagran^e Beri. 1768). 
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Serie Algebriche. 






i. i5o. T_J 



NA serie A^ , A, , Az ,A^ . . . .Am , 



i cui termini sieno tali, che facendo 

A>^r=d,,Az-A,:^d ’, , A^-Az=d';,.... 

d\ -d, =d, ,d\ -d\ =d\ ,d"\ -d'\ =Al\ ,...d, Ww/. f»-0=c?. (" -0 

d\-d,=Az4'\-d\=d'z4'\-d\=d'\,....d,<''^Am^^^^^ 
ec. ec. 



giungasi ad ottenere ^f«=o si distingue co^ 
nome di serie algebrica dell’ordine m.“*“® 
Siccome la sene dell’ordine zero,y/, , ec. 
ha per somma generale s—At n , e la corrispon- 
dente somma della serie di j .® ordine 

Al , A, di , Ai-\-^ di ec. 



è (i i4) ={ 2 Ai-\-n—ì di )- , cioè della forma 

Oi n-\-fi^n‘ , l’analogia c'invita a supporre, 
che la somma gènerme di qualunque serie alge- 
brica possa esprimersi per 

s=ai n fla w* -j- <7, . . . . /7m w” . 

In fatti l'espressione di^ non può contenere 
alcun termine della forma Op icf perchè nell’ipot, 
di n=o in vece di .?—o si avrebbe 'j= <»: la 
suddetta espressione esclude qualsivoglia termine 

<7, nf perchè i termini della serie si suppongono 
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quantità finite e per conseguenza razionali: nè 
la irrazionalità del termine addotto può imma- 
ginarsi compensata ed elisa in qualunque siasi 
modo. Il preteso effetto non può aspettarsi dal 
coefficiente aq , che per esser costante non può 

1 

produrre una diversa modificazione nel 
il quale soggiace ad una variazione dipendente 
dal valore di n. Non può supporsi cne la ir- 
i ; 

razionalità di Oq n~ sia distrutta da un altro 
?/ 

termine aq jir,^ perchè dovrebb’ essere 

Oq = Gq^ , , t' — r , 

il che si oppone all’ipotetica esistenza del ter- 

9 

mine Oq .n^ . 

i5i. Indicando provvisoriamente per Sn 
la somma generale di n termini è Sn~t la somma 
di n — 1 termini. Dunque s„ — Jn-i e(piivale al 
termine n.'**”" e si ha =t: per conse- 

guenza 

N a, H+.a,n* ain^ . .. ■¥■ a n** 

~ di -a» 4- 03 — <14 ... i a^ 4- f»a» — ^34- 404 — Sat ecj n 4— 



( 3 a;- 6 a 4 4- icas- iSag ec.) a* 4- C 4 o 4 ‘~ ioai> 2oas-35aj tc.) 
(’ 5 a 5 -i 5 a 6 4 35a,-70a«ec.J n 4 +. 



(nu> 



* 14-1 



m(m 4- i)(m +■ 2) 

1 . 3 



ec.; (•) 



(V Vedremo ben tosto che i coefficienti numerici di questa formola tono 
tutti soggetti ad una legge semplice e cosUnte. 
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Le ipot. n:=i,“n=2 (ianno 

Ot a» — Al j r/, -|“ . 

Tolta la 1.* dalla 2.* risulta a, — 'U{Ai — Ai') 
e però Cr = Va( 7 iAi — A»): quindi 

t — 2Ai — Ai-\- [Aa — Al )n = At 

—(Al -Ai)-\- (Al — Al ) n—Ai 4-(rt— 1) di 

ed V»( 7>Ai — Al ) n -}“ ’l*(Ai — Ai ) n* 

= Ain-\- ( Al — Al )—Ai 0 «?, 

a a 

formole che respettivamente coincidono con la 
1/ di / e con la 2.* di s (1 14) 

Facendo successivamente n=i ,2,3 nella for- 
inola di t, ed eguagliando i respettivi risulta- 
menti ad Al , Al ,Az si hanno tre eq/ di i gra- 
do per determinare #7, , «a , 7/3 , ed effettuato il 
calcolo si trova per le serie di 2.“ ordine 

t=A,-^(n-\)d^ -|-(n-i)(/?-2) </. (1) 

I . a 

s—kji'^n (n-\)d , + 7 ?(w-i)(w-2 )</, (2) 

a 1 . a . 3 

L’analogia suggerisce per le serie dell’ordine 

l^esimo 

a a 3 ... / 

«(n-iX/t-ay .... + n(n-\)...(n-f)di • • • (O 
* a . 3 a .3 
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cd U calcolo dimostra eh’ esse no|ì soggiaccio- 
no ad eccezione alcuna 
Partendo dal termine A, e procedendo sino 
al termine il n.*» de’ termini conse- 

cutivi e l’ordine della serie si conserva lo stes- 
so ; per conseguenza , se si suppone verificata 
la formola esprimente t per le serie di un dato 
ordine /, dev’essere altresì 

...-►'(rt-i) ... (n-t)d'l 
2.3... 

Atfl di , f d**'~^d*-*^ di d'^ ^id^ di ^ t Dqik^uc 

t—A^ -H[n-i-}-(n— i)(n— 2)]flf, .... < 

ossia 

t==At -\-nd, -}-n(n-i)</, -|-/j(n-i)(w-2)<3?j ec. ...(3 ) 

a a . 3 

Il passaggio da n ad u-j-i introduce pertanto 
ne’ coefficienti numerici di t la stessa variazio- 
ne introdotta dal passaggio anzidetto ne' coef- 
ficienti numerici cu ' , giacché si sa 

essere (66) ‘ ' 

(h-x) =(i+-x) (|.»-x)=(i.^n ■*.|X^-(rt+iX"^^)j^* cc. 

a 

= 1 -f-n-f-i x-f- n+i X* ec. 

“ir 1 («-1 - 1 )(u+2) 

a 

Avvertasi che t=An , che i coefficienti nu- 
merici di An coincidono nell’ipot. eli n- 2,34’ 
con quelli della forinola Newtoniana, 'poiché 

A*=^A i^i ,Ai =A, ■*- 2 c/, ■‘■cf. ^A^—A^ ■►•3c/,W, ,ec. 

Tom. /. ' r 
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V 

e si concluderà , che siccome i coefficienti mi.- 
raerici della formola esprimente t , e quelli della 
forinola Newtoniana, nel passaggio dàn ad «+i 
subiscono le stesse variazioni , e d altronde gli 
uni e gli altri sono identici quando n= 2 , 3,4? 
si concluderà dicemmo che T identità dee ve- 
rificarsi generalmente qualunque n.® intiero po- 
sitivo si scelga per n ; vale a dire che la for- 
mola (^3) e perciò anche (3 ) , ottenuta per t è 
generale . 

Per convincersi che la formola esprimente 
il valore di j è rigorosamente vera, basta osser- 
vare che ogni eccezione di essa necessariamen- 
te influirebbe in quella di t che immediata- 
mente ne deriva . 

Se i n.* d, , d, ec. convergono senza che mai 
si giunga a dm~o , la serie può dirsi semi- 
algebrica e l’ espressione di s ne dà la somma 
per approssimazione . 

§, i 52. Tre classi di storie algebriche meri- 
tano speciale osservazione; la i.“ di 2 .® ordi- 
ne , abbraccia i cosi detti numeri poligoni , 
n.* che si formano sommando successivamen- 
te i termini della progressione 

1 , \-\-d,\ Ar'2.d... 1 +(n — i)^. 

Il termine generale di tutti i n.* poligoni è 
[ 24~(n— 1 )«?] ^ . Se d^\ i n.‘ ottenuti con 
l’anzidetta operazione costituiscono la serie 
1 , 3, 6 , IO , i5, ... V* 6 diconsi trigoni: 

Se d =2 ne nasce la serie 
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1,4,9’ ‘6,25,... n * , de*!!.* tetra^ni , ec. ec. 

Le figure che si formano distribuendo tan- 
ti punti, quante sono le unità de’ n.‘ trigoni, 
tetrag. ec. inostrarib il rapporto che i n.* di 
cui SI tr^itta hanno co’ respettivi poligoni. La 
differenza essendo d si hanno i poligoni di d-\~ 2 . 
angoli . 



Progr. Gcn/* 

n 

», 3 , 5, 7 . 9 7n—ì 

» > 4 f 7^ *o, j3 . ... 3n — a 
1,5,9, ‘3, 17.... 4«— 3 

i , i d, i -t- .... 1 



Num.‘ Polig. corrisp. 




1 , 3, 6, IO, i5 ...A («-i-'K 


trigoni 


'j 4»9, ‘^>25... n» ? 


tetra g. 


i,5,ia, aa,35.... ^ (3n-i)i| 


pcnlag. 


i/),i5,a8,45 .... n(art-i)^ 


csag, 



=* t 



Per rapporto ai n.* trigoni abbiamo 

=^,d, l=A, -A, )=2,^.(=.^.-2.<+^,)=i, 

i/j = o, ec. e però j = n-|-u(/i-i)+n(w-i) («- 2 ) 
= ’/c +3rt’ -|-2n). T71 

Per li tetragoni A. = 1 , rf, =3 , <f.= 2 , d^ =o,ec. 
e però » 1 i • 1 

s=n + ^ !L 

^ * 1 . a . 3 

Così ottiensi per gli altri consecutivi n} poligoni 

.s=/i + 2/i(«-i)-j-/*/i(n-i)(n-2)='/*^/’ (n-f 1 ); 

j = /i-j-V.n(n-i)-]-V5rt(w-i)(«-2)= — (4^t* +3n-i) 

a. 3 



s-^ /i-H V«o {n-ì) {d-\- • )+'/« « (rt- 1 ) {ri~‘i)d . (*) 

f*) Pongasi nella forinola fa) af j — i , o&ùa per di «d 

yii-t/ii-t-di ossia 3^-5</-i(a.s-<<(t't^ cli’equivaie a per df 
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Per formare gli ni/*®"* senjta ricorrere alla 
progressione generatrice scrivasi i pel i.®ter* 
mine , m pel 2.® ; 2m-|-m — 3 pel 3 .® ; si pren- 
dano le aifferenze m—\ , 2.7 »— 3 e siccome il 
sistema 

1 , m , 3 /« — 3 . . . 
m — 1 , 2/n— 3 .... 
m — 2 .... 

si prosegue con aggiungere /n— 2 al n.®. 2//1— 3 , 
indi 5 m —5 al n.® 3 /n — 3 e così in seg. nulla 
paanca per continuare indefinitamente la serie. 

11 Senator Fermai ( Annot. alle Op. di Dio-, 
fahto p. 1 80 ) accennò il seg^. Teor. Che (jiia- 
lunque n.® equivale alla somma di tre n.* /r/-. 
goni o di quattro tetragoni , o di cinque pen-, 
lagoni ec. 

5. i 53 . I num.‘ figurati costituiscono una 
2 .* classe di serie algebriche . 

La 1/ serie de’n.* poligoni è la i/de’figu- 
^ti . La 2/ serie si fonna sommando i suc- 
cessivi termini della i.“ e comprende i così detti 
n.' piramidali ; una simil somma de’ termini 
componenti la 2.* serie produce quella de’ n.* 
trigono-piràroidalì, ec. 

Il, prospetto che segue dà un’idea di tutta la 
classe de’ n} Jigurati . 
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t ^ * 

Nùmeri Fìgumiil 



1 1, 3, -6, IO, l5, 21 .l(„4.,)Ìrigoni. 1 


1, 4, IO, 20, 35, 56 «(n+OCn+a) 


piramid.'' 1 


3.3 


\ 1 


ì, 5, i5, 35, 70 , 


►Irig. pir.'* 


' ' ' a- 3. 4 1 




1 r» 3- 4- nCh+0....(n4-"»— a)i 




i. i. — i) 3. 3...-(m — i) ’ 




^ -• 1 





Il termine ^nerale di ciascuna serie è la 
somma generale della prec. La formazione di 
una data serie di n.‘ figurati riesce piu spe- 
, dita sommando il termine n.*”™*» della serie 
prec. col termine (u—i )*““*’ di quella che 
trattasi dì formar^ In fatti si ha 

n+(n— i)n_n(n4-0>»Cn+0 . ' 

■ - ■ -■ ■ — ' ' ■ — ■ ■ j CC* 

3 3 a 3.3 3.3 

i 54- La 3.* classe di serie algebriche è coni- 
presa nella formola 

fl” j > {a-Y^cV ^ , . . . \a-\-{n — . 

Senza r^orrere al metodo di Tommaso Sim- 
pson, eh’ è alquanto laborioso e fòndàto sull’a- 
nalogìa, si ha la somma generale sostituendo 
nella formola (4) del i5j. il valore di d, , 
, ec. Nell’ipot. di m =2 abbiamo 

«?, = 2 ad-\-d* ,• d» =tid * , di =o,ec. e però 
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s, — n*n-}- V»/i (n — ì) ( 2 /id-{-d*) -j- ‘/tn(n — i) (« — 2 ) ti* 

«si a *. = •/» rf* /i» -f. V. ( 2 a — </•) «* 4- '/» (6 a* — 6 a rf 4- d*) n. 

Quando /n=3 si trova cf, =3a* d-i-5ad* ; 

di —6 (ad* -j-cP ) ^ d3=^6d^, d4=o, ec^ e 
quindi 

S3='A<P«4-l-V.(2«rf*-^n, }-'U(6a'd -6nd*+d*)n*-i-’/,(i«^-3»*d+ad‘)n 



e se d~i si ha j, =‘'4(n* -j~ n)" . 

La somma di una serie il cui termine ge- 
nerale sia ^ ec. è 

^Asm i Bsm, t Csm„ cc. dove j», = I™ -H 2 " -f-3* ...; 
a"*/— i™/-|- 2'"/-}-3’"> ec< ec. 



Le formole di j, , ec. n^l’ ipot. che sia 
d~\ danno prontamente la somma de’n.* fi- 
gurati . Trattandosi per es.® de’ piramidali , sic- 
come t—'itiTL -f'hn* -J- *A /I , risulta 

cioè s— '1*4 (fp 6u* 1 in' -h6n ) . 

* Ad ogni serie semialgebrica af- 

fetta da segni alternativi , esclusivamente com- 
pete una singolare prerogativa , ed è , che quan- 
tunque rapidamente diverga può trasformarsi 
in un’altra che ad essa equivalga e sia con- 
vergente . 

La trasformata risulta convergentissima se 
la proposta converge . 

Abbiasi la ^rie^, —A, -^A^—A^ ....Pur- 
ché ci ricordiamo di fare x=\ al termine 
dell’ operazione possiamo sostituire in sua vece 

Al x—A, X* ~\~Af jT* — A4 jr* ec. (=S) . 
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Faccclasi x = ~ e siccome ne proviene 

X -=y -\-y + j* + -h y ^ y 
^*=J*+ 2 J+ 3 /* + 4 / + 5 / + 6 y ec. 

X* =y -j-^y + Sj"* + 1 oj* + 1 5y h -2 ly ec. 

X* =y +4/* + 20 J"’ ~\~^^y +56r* ec. 

Si £tvrà 

s=À,j—{A, —A, )jr‘-\-(A, —2 A, +A,)x' -\- 

{A. -lA. +3.4, -A, -4^. +6^. -4^, “■ 



cioè s=Ay — d,y "i" — d^y ^ . . . . + dn~y » 



.-ec...(5) 



^ X 1 X J X 

ossia _cr, — __ 

l+JT (»+JC> ' ■ (»+^> 

Pongasi x—i e la proposta sarà trasformata in 
’/*A, — ’h d^ — [- V» fi?, — V>« ~1~ '/>• c ?4 ec. 



Volendo una maggiore convergenza si ripete 
su questa la trasformazione superiore e così 
in seg. 

Sia per es.® la serie i — v» 

Prese le differenze senza considerare i segni 
si trova 



fi?. = — ■/.; fi?.=V» , c?, = — * , <#4 = ■/* , ec. 



e però fp=V.4- i-f- 

2.a* 3-a* ' 4-»^ 5.a‘ 



n.2>* 



Nella stessa guisa si trasforma la serie 
Vt ec. in 
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Può trattarsi con lo stesso metodo qualun-^ 
que serie divergente non semialgebrica , ma fa 
d’uopo ripetere più volte la trasformazione 
onde avere una trasformata assai convergente. 
Data per es.®’ la serie ìpergeómetrìca (*) 

1-— 1 .2 -j- 1 .2,3 — 1 .2.34 + 1 .2.3.4*5 ~ GC. 
si trova d, =1 ,</, =3,</, =1 1 = 55 , d, =3o^,ec. ©i 

, _ 1 1,3 1 1 , 53 3oo 2110 1 6687 ^ 

o — ■■ ni !■ cC* 

a 4 8 16 3a_ 64 >aB ai6 

Sommati i primi due termini •/•,“’/♦ si cerchi 
la traformata della’ serie ec. *=j, oinle 

avere 



j.= + fili_èc; 

^4 2 * 'a* a** ' a** 



e ripetendo due o tre altre Volte l’operazione 
si avrà mediante la soitima della trasformata 
finale il valore prossimo della serie proposta ; 

Applicando il metodo del §. attuale àd una 
serie algebrica si ottiene la funzione generatri-^ 
ce della serie ausiliare e però la somma com- 
plementaria della proposta . Sia per es.® la se- 
rie di 1.® ordine i — 2-j-3 — 4 Siccome 
d,=i , d,==o , ec. la formolà (5) dk 

j 5 *._= 5 . , funzione genera- 

,4-x (^+xy (i+-x> ° . 

trice della sene ausiliare x—2x' 
e latto x—\ si ha i -2-)-3--4 ec. = '/♦ ( som- 
ma còmplem.* ) . 

£ tale quella i cui luccettiri termioi acqnìttano ttn egual n.* di 

fattoti . Tratteremo di queate aerie nel tomo X . 
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La proposta essendo i— 2 * 4 - 3 *— 4^ec. risul^ 

taf/, =3, </, — f/j=o, .ec. ed 

X 5 r* , 2 . 1 '^ 

s = -J , 

1-+ JT ’ • 

e perche questa funzione , facendo jc=i si ri^ 
duce ad •/• — *A — o 
si ha I — 2* 4 “ 3* — 4 * ec. = o ( sómma 
complem.* ) 

Qualora si voglia trattare con lo stesso me^ 
todo ima serie algebrica , i cili termini sieno 

tutti positivi convieti Supporre x =—'^— , ed al- 

i-rX 

tro non si òttiene che la funzione generatrice. 
Facendo la prova sulla serie 

4-}'i5+4o-f' 85-j- i56-}-25g ec. 

si trova </, =1 1 , r/. =i 4 , f/» = 6 , ed .y— ^ » 
funzione generatrice di ^x-\- i5x*ec. - 

ARTIC. IV. 

Serie Algebrico geometriche» 

5 . i56. C^ueste serie equivalgono all’ordi- 
nato prodotto di una serie geometrica per una 
serie ala:ebrica: l’ordine è quello della 2 .* accre- 
sciuto eli un’ unità (*). 

Indicando la somma generale per 

Sn = (a. -\~a, n-\-a, /i* ...-f-fsrmra") r^-*a„ 

(V Nelle applicazioni del Cale. Sobl. teddisraremo all’ ipot. che la lerTe 
propoata riiulti da una lerie geometrica e da pib serie algabriche 
di i.‘ ordine. 
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dove a è il i * termine della serie geometrica: 
Dunque per determinare s altro non si richie- 
de che paragonare i termini affetti dalla stessa 
potenza, di n nell’eq. ~t. 

La proposta essendo di 2.® ordine si ha 

[ o. 1 ) -f- a, + (r- 1 )fl. n ] r"-‘ =s„ —s„.r, 

-}-(n-i)df, ) a/^“’== / e però 

Oc (r-i) +flr.-|-(r-i)a, n=a[A,-\-{n-\)d,'\. 

Quindi 

(r — i)* 

eJ M n\ na{Alr-\ )-d,r '\ . 

' ( (r— 0*^ ' r— I ì ir—\y 

Sia 2, 20, 1 28, 740 , 3584 ec. risultante dalle due 

2, 5 , 8 1 , 4 » — e però =2,</. = 3 , 0=1 , r= 4 ' 

Si ha 

<=[2-i~3(n-i) ] 4 " **; ^ =(-*/s-l-n) 4 " “h */’ 

Con lo stesso metodo si trova per le serie 
di 3 .® ordine 

t=[A, ^{n—\)d, ]ar"-' 



_ raa[y^iC^ — i)* — d,(r — i)-f-rf»r*] [ifl^>(r-i)-a<i!»(3r-i)]» 

“ L 5=0: + — ^5=0:^ — 



«f.Qr- 

J'^ 

Data per es.® la serie 



(r— •)» 
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3.2 q .3 18.9 30.27 ^5.81 



Composta della serie algebrica */* , V* , '*/» , *'Aec. 
e della geometrica 2, 3, *’/,ec. è </, =3, 

cf, = */• , r = */• e però si ha 

t={n-\-n ) ( V. )“ , f=^(24-9n-j-3n’ ) (%}» -24. 

Quest’ ultima formola si adatta alla serie 

A, +- Q,d (n-\d) 

i br bt" h r"“* 



mediante la sostituzione dii. per a, di per 



dij per r, il che dà 
-;*)-r/r drn 



r(i-r)-i 

J A(.-r> 



A(i— r) 



i r( 1 -r)w/r 



Accenniamo per incidenza che qualora le serie 
componenti sieno due e gc*ometricIie entrain lie 
si ha /==«r«— « cV«— * , e jjosto jr„ —A{i” r" — 1) 
risulta Sn — Sn-t =Ar^~'r*~' (rr — 1 ) e però 
^ r'"'* — 1) = aa' 7"“* /■""“* . Quindi 



f 




r/^ — 1 



ed j =■ (/■" r" — 1 ) 



rr — I 



Questa formola può applicarsi alla serie 
1. 3 + 2. 9 + 4 * 27-j-8. 81 ec. 
Talvolta giova un adattato artifizio. Volendo 
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per es.® s =a" 4 “ 2 «""‘ — i -\-na 
si ha s(a — i )— — na 



cioè 



a. — a* 

: na 

a — 1 

fl" 1 )a* + na 

(«— «> 



ARTIC. y. 



Serie Algebriche composte. 



5. 157. J_ie serie di cui si tratta posson es- 
sere intiere e frazionarie. Le prime si otten- 
gono mediante l’ordinato prodotto di più ^ 
rie algebriche o di una serie algebrica per più 
serie qualunque:' le altre sono tali, che i loro 
numeratori formano una serie al^brica , i de- 
nominatori sono i prodotti, risultanti dall’or- 
dinata moltiplicazione di ,un determinato n.® 
di serie come sopra^ 

Per adessa noi siamo costretti di limitarci 
all’ipoC. che le serie componenti sieno tutte 
algebriche. Soddisfaremo all’ipot. che alcuna 
delle serie componenti sia qualunque, nell’ap- 
plicazione del Cale. Subì, alla teoria delle sene. 

Se le serie componenti sono due si ha nella 
i.a ipot. 




+ i) (n— 2 )é?. ec. JK 

i^d -\-(n — i)(w. — •ì)d'' ec.^ 

2 
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(ioye j 4 . , A' sono i primi termini respettivi ^ 
, d' le respettive prime differenze , ec. 

Pongasi s,i—a,n-\-a,n'~]r w* • . .-f- , 

essendo m = al massimo esponente n in f , ac- 
cresciuto di 1 ; si faccia successivamenten= 1 ,2 ec. 
si paragoni col 1.“ termine della serie pro- 
posta, con la somma de’ primi due, ec. e 
siccome si ottengono m eq.* di i.^ grado, af- 
fette da a. , //, , ec. croi questi coefficienti re- 
stano tutti determinati. Sia per es.? la serie 

3 . 1+5.44-7 • 7 “h 9 » IO ec. 

Le componenti C 3 , 5 , 7 , 9 .... 3+2 («—i) 
danno ^ 1 , 4 , 7 » 10 . ... 1 +3 C'i — 0 

e però /=[ 3 -H- 2 (n— i)][i+ 3 (n— 1)]=6«* — n— 3. 

Dunque w+«. n* + a, w* , e quindi 

fl. ~V.,/3rj = 2 , 5=:V»(-3ii+5«’ + 2 /i* ). 

5. i 53 . Per rapporto alle serie frazionarie 
ci limitiamo ad alcuni casi molto estesi e ge- 
nerali nella loro specie, cioè; 

Che y numeratore sia costante ed il 
denominatore di ciascun termine composto di 
due consecutivi termini di una stessa serie al- 
gebrica. Per es.® . * 4 — -1- ~l— - 4 - . V . ec. 

1 . a. a . 3 3.4 4 * 5 . 

T 

Pongasi =■■■■ e si avr^ t {—Sj^ — j,_,) = 

fll-t Nn 

T M 

I n.‘ M, N si determinano 

[^/-K A (h— I )] [A/-+ Nn] 

Con fare n=i, =2 in il/+iV(n— 1), e con 
paragonare il respettivo risultainento al i®ep 
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al 2 .° lennine della serie cui spettano i fattori 
de’deiioinitiatori successivi. ]Ntdl’es.° prec. si ha 
M~i, e però JV— i; e pt^rchè 

dev’essere LM—\ si ha pure L—\. Quindi 

I 1 11 

= , j— 

/i(h-h) 1 -♦-« 

2 .° che i numeratori formino una serie al- 
gebrica di 1 .® ordine, e ciascun denominatore 
sia composto di tre termini consecutivi di una 
serie dello stess’ordine, con la condizione che 
nel passaggio da. un denominatore all’altro si 
escluda il i.° l’attore del denominatore prec. 

I ’i 5 

Per es.? — j — — _ec. 



a. 5.« 



Pongasi Sa =, 



5. 8. 1 1 * 8. 1 1. 14 

In-^-Ln^ 



e deducasi 



[y»V-f (n— i)iV] [i»J+/iiV] 

[A/-t-(/.-3)iV J L^l/ f («- 1 ] [.W+n> ] 

. Determinati i n.* 71/, N come sopra, si ap- 
purano I ed Ij con fare n—\ , = 2 Ìn ,e 
con i»aragonare i risultamenti al i.° termine, 
ed alla somma de’ primi due termini della se- 
rie proposta . 

Nell’ es.° addotto si ha 

—7'., 5, ed 



Sa — • 



— 7/io -1— 7/,t,-|— "/«TI 

[5+-3(H-i)X5-e3»0 ip-t-awH-jjjt* 
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3 .® Che la serie de’ numeratori sia algebrica ^ 
di 2.® ordine e ciascun denominatore composto 
di quattro termini consecutivi di una serie di 
1 ordine . 



Facciasi 



Hn-\-In* ri- Ln* 

[y»/+(n— 3)iv] (fi— i)7V] [iW+nA^J 



ed operando al solito si avrà 

* “ [Ai-K«-3)A] [Af-K«-t)iV] [M-^nN\ 

Queste formole possono applicarsi alla serie 



1 7 , 17 , 3 i 

1 J -J ec. 

4-7>io.i3 ' 7.io.i3>i 6 ' io.i3-i6.i9 i 3 - 16. 19.32 

• — 1 

e SI ottiene t — , , 

(1 3n) (4 •*-3n) (7 •♦•3n)(io-K3/0 

1 01 n * ri ~^ 47 ^** — 38/1 

840 (4 3rt) (7 3rt) ( “>■*■ 3/») 



4.® Che i numeratori formino una serie di 
1 .® ordine e ciascun denominatore equivalga 
al prodotto di due consecutivi termini dj una 
sene di 2.® ordine . 

Ciò si > erifica per es.° nella serie 

' 3 5 7 _ 

-4. u. 1 1 — _L_ ec. 

2 ’. 5 ‘ 5’- 8* ■ 8*. 11 * II*. i4* I 

Pongasi Sa = - e si avrà 



\ 
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^ _ -«/[/-/.] [_LQiM—ìO \LN-mn* 

* •+- Nn +-P«*] L^/ + P(n— 0* ] 

cioè nell’es.® addotto 

y i4-2(n— i) 



[4-*-ai(rt-i>4-^«-iXn-a)]Ìa5^-39(n-i>-9(/i-iXn-a)] * 

^ 12n-j-l3 w» 

loo [a5— 3g(«— i) -4- <)(— i) («—a) ] 

L’analogia c’ invita a far qui menzione delle 
serie Simpsoniane la. cui somma ottiensicoa 
un semplice arti^ 2 ;io . ' • 

\je serie onde si tratta sono 



1 +2 * ec. . 

i.a 2.3 3-4 



1 

1.1 



-1-4—' -I ^ ec. . . = 

1 . a. 3 * a. 3-4 3. 4-5 i.a.a 



1 * I * 

i.a.3.4”^ a- 3.4-5 '3. 4-5-6 



ec. 



+ 



1 



1.2.34-S 2.3.4 -5-6 S.4-5.6.7 , 

ec. ec, 



ec.— . 



1.2.3.,^ 

1 



^2.3-4-'^ 



Qualunque sia la somma di i ^ ’h -j- 'h ec. 
se si fa = f 'risulta •/• -f- ’/» ec. = 5 — 1 , e tolta 
questa eq. dalla prec. si ha la i.* serie Siin- 
psoniana con ’ la respettiva somma. La spini^ 
dilferenm dell’eq.* - 
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l.a~x 3 34 a. 3^34 1.2 ~ 



dà la 2.“ serie Simpsoniana con la corrispon- 
dente somma -J — , e così in seg. Può ve- 

1. a. a 

dersi l’Opera di Tommaso Simpson , intitola- 
ta : Essays on several curious and useful su- 
hjecls in speculative and mix’d Mathematicks. 



A R T I C. VI. 



Serie Ricorrenti. 

y 

5. 1 5 g. Ei ricorrente quella serie il cui ter- 
mine si deduce dagli m prossimi antec.; 

molti [dicando ciascuno per una determinata 
quantità numerica o letterale. Il n.® m costi- 
tuisce l’ordine della serie. Si ha per es.® 

c~cx-\-cx* -cx^ ... ±: ex'' { serie ricor. di 1 .® ord. 
(6).... i-*-2x-y~8x* .... ( serie ricor. di 2.® ord. 

perchè ogni termine della 1 .* è uguale al prec, 
moltiplicato per — x; ogni termine della 2.* 
equivale al prc^. moltiplicato per 5 x , più l’an- 
tiprec. moltiplicato per 2x* . I moltiplicatori 
necessari alla psoduzione de’ successivi termi- 
ni costituiscono la così detta scala di relazio- 
ne . Per es.® { 3 x , 2 x’ ) formano la scala della 
serie (6) . 

5. 1 60. Per sollevarci a nozioni e simboli ge- 
nerali , e per introdurre nel calcolo una sem- 
Tom. /. s 
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plice ed elegante simmetria , suppongansi rU 
dotte le frazioni generatrici alle respettive forme 

1 •<-«, X ’ x+a,x” l-f-a. +atiX*’ 



Ciascuna facciasi -j-y/, x‘ ... x" , 

ipot. ammissibile jjerchè le potenze d’x nello 
svilupparaento di 

{cr„ -f-fl, X ec. )(i +«, xH“«. x* ec. )”' 



sono intiere positive, e tolto il denominato- 
re si deduca res petti vamen te 

I . . . . jx-J-y/, 



x' A ^ Ix* .. 


,.-\“An 1 


j 




x’‘-\-Ai X*. 










u-a«i 


Ix-f-^, jX'*. 




-An 






—An-\X, 




H 

J 


~An-%0-, 

-An-Zl>i 






'x" 






ec. 



ec. 



Il 1.® sviìuppamento dà 

(y) •{ ^.”1“ A-4- ,=®} 

Dunque ogni termine //„ x" è = al prec. 
y^„_,x""' moltiplicato per — «, x ^ la serie è di 
1 .® ordine e si ha 

=a,( 1 ~»,X-^a,x'-ct]x \... i ft^'x" ) (progr. geon». ) 
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Esaurito negli altri due sviluppamenti il con- 
fronto de’ termini componenti il numeratore , 
confronto che qualora si conosca la frazione 
generatrice , determina altrettanti coelficienti 
A, „A, si stabilisce fra’ coetticienti relativi 
allo sviluppamento II un’eq. caratteristica della 
forma 

I An-\~An-i‘t{-\-An-t0l,=O ! 

fra quelli dello sviluppamento III un’eq. della 
forma 






la serie è nel i.®caso di 2.® ordine, di 3 .® nel 
2.® In generale per una frazione razionale qua- 
lunque 

1 +Jt, r-f- Jr.X*... , 



l’eq. che determina l’ ordine m.'“®“ della ricor- 
renza è 

(d) • • • • An An-t ®, ~ 1 ” An-%f^% .... ‘\~An-tn.^m O • 



Qualunque termine è dunque espresso 
per gli m termini prec. mediante l’eq. 

La somma de’ termini —a, x , — <*, x ' , ec. 
componenti la scala di relazione , mutati i 
segrji ed aggiunto i , costituisce il denomina- 
tore della frazione generatrice . Cosi per rap 
porto alla serie 
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i-}-2jc-]-8x* +28o:*-|“10ox* ec. ‘ 

è AnX” =An-i a-""* x 3 aX““* X2X* . 

La scala essendo 3 x , 2x* , il denominatore 
della frazione generatrice si trova = 1 — 3x— 2x* : 
il numeratore si ricava dall’ eq. II. che dà 

a, =A^ = i ed i7, ^A^ -\-A^ «, — 2-j- 1 x— 3=— 1 . 

Una serie ricorrente dell’ ordine m è determi- 
nata 1.° se oltre la scala di relazione si hanno 
tanti termini, partendo dal i.“ incliisivamente, 
quanti sono cjuelli della scala . In fatti il n.® di 
questi e^aglia il n.® de’ termini componenti 
il numeratore; ed il n.® dell’eq.* comparative 

a, ,a. =A, -\-A, a. ,<7. =A, -\-A, », -{-A„ «, ;ec. 

eguaglia quello de’ coefficienti a, ^ , del nu- 

meratore . 

È determinata 2.® se abbiansi 2/n termini ^ 
partendo dal 1 .® itici usivamente. Si ha per es.^ 
nelle serie di 2.® ordine 



< 7 , —A, , 

A, +A, et, -hAc », = 0 , 

At 4 -^. ». +A, «, =0 : quindi 

_ A^A, —A, A, A\ -A, A^ 
A\-A,A, ^ 



ed flr, = 



A\-A.A, • 
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Queste forinole possono sperimentarsi nella 
serie i-[-2j:H-8a;*-j-28j:* ec. la cui frazione ge- 

neratjice si vide essere = * 

Per adattare i metodi ch’esporremo alle se- 
rie numeriche basta supporre provvisoriamen- 
te moltiplicato il 2.° termine per x il 3.® 
per X* , ec. 

Prima d’ inoltrarci osserviamo che siccome 
si ha 

1 -f-«. 1-1-/3, X 1 +(«. +|3. )x-J-3. ^ ,x* * 

funzione della forma 

a, X 

l-f-fl-. x+«, X* * 

ogni serie ricorrente di 2.® ordine equivale alla 
somma di due progressioni geometriche . 

§. 161 Veduto che ogni frazione razionale 
genera una serie ricorrente, giova rintraccia- 
re se la proposizione reciproca sussista . 

Sostituendo successivamente nell’ eq. (8) 
m, m-f- 1 , ec. m-^n ; per n , si ottiene 

I (j^m w - 1 *, ”1" .... -f- jd, «m-i «m)x'"=" 

(9) *•• I ». H-y/.«»)x"“’‘ * =® 



m-k-nV-d -K^n+. I Hm.1 
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Ma la somma delle colonne verticali , par- 
tendo dalla destra , ed avvertendo che «, è=i , dà 

... -j-y/n X" )am«r"+ 

(y/. X +^. x‘ +^5 X* , X”-^ + 

(v. X* +^g X* jr*...+^„-v,JC"**'*)«TO-aX™“*+ 



Dunque se dicesi i*'' la frazione generatrice 
risulta 

J 

F—yic —yi, X...— x"*“' — o ed 

1 +«. X+«, X* Ì™-'4-«otX« 

» Siccome la considerazione del residuo quando 
A„-\-A^ X ec. diverge, non altera la natura 
del risultamento , si può stabilire che ogni 
serie ricorrente deriva dallo svilupparnento di 
una frazione razionale. 

§. 162. Soppresso nell’eq.* (9) il respettivo 
fattor comune x^, x*'^*, ec. si sommino le 
colonne verticali partendo dalla sinistra , pon- 
gasi s per A^-\- A, x ec. scrivasi /* per m-\-n 
e però /*— w per n, e si avrà 

A^ -\-A, {A^ ...+Am-Z.., ì 

I A ^—i~]^A ^ ... -\~^m{^A fi—M-t- 1 “1~ A fi—m »•••' I '~Aif^f » 

S j — . 

J-|- «, -j-«, -f- «s • • • • ”i~ «W 
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formola che dipende dai primi e dagli ultimi 
m termini. 

§. i63. 11 termine generale, il cui valore è 
necessario anche per appurare quello di s, si 
determina t’acilmente se trattisi delle serie di 
1 e di 2.® ordine. In fatti le prime sono pr<> 
gressioni geometriche (i6o), le seconde e«]ui- 
valgono afia somma di due progressioni come 
sopra; indicando queste per 

la serie proposta per ^ gc. si ha 

( 1 o) — “|-A/* ~A . ; 

e perchè hi =Aù{i-\-T) — hil\ A7* — — Ai/, 
risulta 

A, (A/+A/)-i7(/i+A)^(/+/K -ilA , . 

Ma(i6o n.» II.) ~—A, «. —A, «. . Dunque ‘ 








A] -A, A, 

Ao 




I n.* /, / sono per conseguenza le risolventi 
di w* -j- a. «■+■«. = o (89) eq. equivalente ad 
i-J-a, x-|-», X* =0 se vi si mette ;^per x. Dall’ 

eq.* (10) si ritrae 



h -élhzAÌl h=éjJ-diL : 

Dunque An x" /" 




Sia per es.® i-l-4'^+i3x* H-4ox* ec. Siccome 
a. z=L~^^a^ =3 si ha l’eq. u —\u -f 3=o: quindi 



\ 
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/— 1 , /=^3, A=»/.; la proposta equi- 

vale a 

*/• ( 1 -}-3x^3*jr* ... -|-3“ wC" )- '/•( 1 ...-j-x" ) . 



e però oc^ = V*(3"'^ *— i )o:" f F — 

- ' ' 1 — 4j^4-3x» 

Con la stessa facilità, se vien data la serie 



— i-[-V*.r — t /4 j:* 4" —*'/■* x^ec. 



ti trova AnJ^ — 




2X — 1 
X — V» X* 



Se /*— a-b\/— 1 , /==a-f-bV-i risulta /-/=2bv'-i ; 
facendo (76) 

(a-j-bv^ -1 )" — e-\-fV -1 ; (a-bv' -1)’ =e’^fV -i , 

si ritrae /*•-/"== 2/V-:, /.»"-*./^=2(b<?-a/)v'-i, 
e però 

I 

J. {be-a.f)+J.P^ • 

Qualora le risolventi di w* -*}-a, u +«, ” o sieno 
eguali, la frazione generatric'e è della forma 



X ^ basta cercare il termine generale 

dello sviluppamento di (a,~\-a, x)(i-f-a, x)T 
per avere 



(«“]- i) a,a,—n a, x"'* 



Digitized by Googlc 



28 1 

Nelle applicazioni del Cile. Subì, estenderemo 
il metpffo suj>eriore alle serie di qualunque 
ordine e faremo conoscere tre altri injjegnosi 
metodi tutti diretti al medesimo scopo. 

164. Talvolta giova conoscere se una 
serie sia ricorrente: cerchiamo dunque i cri- 
ter j della ricorrenza ( Lagrange » Acad. des 
Se. de Paris 1772.) Se la serie ec. 

è ricorrente esiste (161) una frazione razio- 
nale F, generatrice della medesima. Fatta 
tl’ipot. che la serie sia di 1.® ordine dev’es- 
sere F — — ; quindi 

1 -f" X 



1 

T 



1 






fir. 



e però debbono esistere due n.‘ finiti />, 7 i 
quali verifichino l’eq.- > 0 

Avendosi per es.° ec. si trova 

p^'U ^ q=L — 1 eia serie è di 1.® ordine come 

si sapeva : e perchè p= ì- , q = Hj è a,— 2 , 
«.=-2 ed F — — ? — . 

1 — ax 

Se l’eq. (11) non può verificarsi supponga- 
ci che la serie sia di 2.® ordine e facciasi 



1 
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Effettuate fine divisioni e indicando 
per (T si ottiene 



1 , JT* 



dove ax* rappresenta il residuo e si ha 



P = 







Facendo la stessa operazione per rapporto 
al 1 .® membro ne deriva 



1 A ^x-\- (A, 4- 4, A ^ X* -\-(A, A -4 , g.*... + {A, A n-i-AnA^j^ 

a: A ~~ < 

-j- ar4~^,x*. . . . -\-^n •*" 



Si rappresenti per <r, la serie che costituisce il 

ff a 

numeratore e siccome risulta — = — ; si 



avrà 



— = = -j-y.x (12) 

(Ti et d 

e perchè si è trovato altresì 

••• (*3) 

eliminando <r, fra questa e 1’ antec. si avrà 



«■=■ 






/ __ 



{p-V-qx){p^-^q=l-^x* 



n- 
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L’eq. (12) è il criterio da cui dipende che 
la serie proposta sia di 2.® ordine.' In questa * 

ipot. la frazione — equivale ad una serie di 

(f 

1.® ordine ^ : ottenutane la frazione 

generatrice basta rovesciarla per avere la ri- 
chiesta eq. di condizione . 

Trattandosi per es.° della serie 
— X — "’/s cc. che non soddisfa all’eq, 

(11), deducasi 



• » ,x— 7/4 cc.' 



c=-i -V*x+-x 



pongasi 



x*[ -“A— ‘«/é X ec. ] 
— I -M/,x cc. 



r^^y,s.T'-90l„x "ec .] 
— l -t- 7 » — ^4 X*CC. 

-=: h-^ II, X ec. 



e siccome ne deriva h — ’/. , //, = g , //^ = j 8, ec. 
e la serie di i.° ordine ’/.•+ 9 x x*... ha 

per funzione generatrice — —, risulta 

1 “• 2 

tf- 1 -2x 

— — — =•/» — , e la serie data è di 2." 

<r, 9/» 

ordine . 

„ . r 

oe non si trova — — pt-¥- q,x suppongasi 



< 7 .* - 4 -/ 7 .X* 

— I 1 *1 J 

1 - 1 — a,x 4 - a,x -e «.X 

ed operando al solito se ne deduca 
1 ax'n^hx* 

~=p-H<7x-t- , 
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dove p= — , <7= ~ ) come sopra ; 

Siccome (i6i) qualunque sia la serie v sus- 
siste l’eq. (i3) 

. , a", a -H b 07 • 1 • 

SI ha — r e quindi 

(T <7, H- a^x + X 



9 a.or 

<7-b 



dove 

b / <7 b' 



«r» 1 / b / <7„h\ 

=T ’ '7. = a ("• -r h “a V'"' ~ 

Ma sostituendo per ir, o-, le respettive serie 
generali si trova 

9 X 9, r l\ 

— =p, +7.07-»- — — ... Ci4; 

9, 9 

dove a-, è una serie ordinata secondo le poten- 
ze d’ x . Dunque 

9, a. a- a b 
— =■' . “ e — = — p»~^ ^ • 

a-, a 4 -bx a’, a, a. 

Si può dunque stabilire che qualora la serie 9 

sia di 3.® ordine si ha — =n, - 4 - 7 , x. Se ciò 

si verifica basta eliminare a, e a", fra la prec. 
e l’eq.* (i 3 ), ( 14 ) per avere 

{p, -4- q, -r){p, + < 7 . -y 
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Non trovandosi—* sotto la forma richiesta si 
<r, 

suppone (T di 4-® ordine , si deduce 

»•. « 37 * <r, 

— =p, -4-/7, X -i , e COSI ec. 

<r. 

Se ff è ricorrente si dee giungere ad un’ eq. 
della forine 



~ — • 

Sia per es.“ i, i, 3 , 7, i 8 , 47, i 23 , 322 , 843 

Scrivo tr=\ 4- x -4- 3 x* 4-7X* ec. e deduco 
p-^qx=i—x-, indi 

«■, =t 2-4^-1 lX*-29J7*-76j7*eC.,/!7, 0:=-'/.4-'/.J7 ; 

ff.=-'/*- 2 j 7 -",.j 7 ‘-%a 7 *- 38 jc* ec., p, h-^,x=4~8j? 
c-j =_ 5 - 1 5 .r- 4 oj7* - 1 o 5 X* ec., p^ +*7» x='ho +■ •/.•jr 
e perchè <r^ — o. ottenga 






.■VAx-,r'i ’ 



r* 

* . 

,— =1-J7-4..X — 



f = 



1 - 2 J 7 - 4 -X -X 
1-3 07 - 4 - 07 * 



— - 2 - 07 - 4 - 



3—7 X 
1 - 3 . 07 - 4 - X* 
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-2- X +-(3+-2x-»-5xV 7x*ec.) = 1 ■*- ec. 

La serie proposta è dunque di 2.° ordine, la 
scala di relazione { — x' , 3 r;. 

Per liberare il prec. metodo da ogn' ombra 
d’induzione si ponga 






<7. x-{-a, x ' .... -j- 

1 + a, X+«, «X* •••• 



e deducasi 



1 X* (C, m_3 7'" *) 

7 



Siccome il i." membro — dev’essere identi- 

ff 

co col 2.® , effettuando in esso due divisioni 
parziali , deesi trovare il quoziente ^+75 e 
poi un residuo x* <r, tale che sia identica- 
mente 



<'‘1 d" .r * .... 

ff a„-j-a. x-\-ci^x' 

Il 2.® membro di questa eq. dà , rovescian- 
dolo , un quoziente della forma 

Dunque la divisione di <r per <r, dee dare 
un’espressione identica alla prec. cioè ~p, +7, x 
jilù un residuo espresso per una serie x' a-, tale, 
che abbiasi identicamente 
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0-, , <r, 

= — ^ e pero— =jc. 

a-, c, -f-c. jH-c X ...+r„_ax"^* 9 . 

Come dà si è ricavata l’ espressione di — 
così da questa ricavasi quella di 

(Ti e’>-\-e, ’ 

Ma in questa guisa necessariamente sì giunge 
ad un’eq. 

<Tm ^ , 

: —Pm -Tfjm X. 

Cm-t - 1 l 

Dunque se la serie <r equivale allo svilup 
pamento di una frazione razionale , cioè s’elia 
è ricorrente , l’ ultimo risultamento del meto- 
do è della forma pm +7™ x . 

* 5. i() 5 . Nelle applicazioni del Cale. Subì, 
tratteremo delle serie ricorrenti doppie , delle 
serie esponenziali il cui termine generale è 
d^y , essendo y funz. razionale intiei-a d ’ x ; 
delle serie iper^eomct riche , e delle serie alge- 
brico -ditiòrenziali . Ivi mostreremo come ot- 
tengasi la Somma generale o la funzione ge- 
neratrice di una serie 

y/, B, -j-y/. i?. ...~]rAn /?■ 

proveniente dall’ordinato prodotto di due serie 

-\-A, x-\-A^ X* .... ; B,-^^-B, x-\-Bt r* .... 
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nuli’ die di queste respettivamente si co 
nosea la somma generale o la funzione ge- 
neratrice . 

Ivi risolveremo in tutta l’estensione il seg. 
probi, generale , eh’ è di somma importanza 
nell’ Astronomìa : Dato un certo n.° di terni i- 
ni ^ , j', , y, , cc. d i una serie, inserire, senza 
conoscere il' termine generale j „ , un n.® m di 
medj fra l’uno e l’altro de’ successivi termini 
dati, in guisa che la nuova serie in tal guisa 
■ ottenuta sia sottoposta alla legge che caratte- 
rizza la serie proposta . 

11 metodo che soddisfa al probi, prec. dicesi 
metodo diretto d’ interpolazione . Appartiene 
ad essa il seg. 

Probi. Inserire due medj fra i consecutivi 
termini della serie algebrica di 3 .® ordine 

o, i 5 , 4i , 87 , 162, 276, ec, 

con la condi:^ione che la nuova serie rimanga 
algebrica dello stess’ ordine, 

S[)etta all’interpola’zione inversa la soluzione 
del probi, in cui è dato il valore di un nuovo 
termine j», e si cerca l'Indice /» che gli corri- 
sponde nel sist(ana 

O y 1 ^ 2 y •••• fi- y 
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CAPITOLO X. 
Delle Frazioni continue , 



* §. 1 66. JLje frazioni continue di cui diem- 
mo le prime nozioni (62) costituiscono una 
singolare specie di serie , i cui usi sono di som- 
ma importanza nell’analisi calcolatrice: per* 
ciò noi passiamo ad esporne in questo luogo 
la teoria . 

Le successive frazioni convergenti che si de- 
ducono dalla nota formola x=a~)r ( 53 ) 

sono 

— [(aa,+iX+°>/..4 ««,+» 

‘ * "/ ’ ««/“!-• ’ («,«»+ 

Indicandole respettivamente per ~ ~ ,ec. 

a * ** 

se si deduce — ~ , 4 ~ , ec, trascurato il - 

1 ai 

denominatore si ottiene 

dove si prende— se la frazione sottratta è di 
rango pari. Si ha inoltre 

2.0 a g H-a a,,^^a g^,4-a, afn)^ ac„_.)fl(„j-}-afo^.) 

dove a,,=^a a ,+a , :^ ;=-a a_^+a- a,, =a, +a^ , ;ec. 

Tom. /. t 
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e a=i, 



Se abbiasi p«r es.^ x— i+V44-./,_]_.^ ec. ® 

a = 5 ,«,— 4 ,a — 46, «, =37, a~ 4 , a =9 . 

« i=r 2 , ec. Quindi 

a«^-a «= 1 4 - 5 - 1 » a «^^-a^^«,= 5 . 37-464= 1 »ec. 

„ , \ 5 . 9 H- 1 46 , 

- y ~'+''+% )- 4.3+1-37 ’ 

Per assicurarci ^ 1’ una e l’ altra legge sia 
generale altro non si richiede che supporla ve- 
;’ificata per rapporto a tre frazioni convergenti 

1 Safm; a(m+.i) a(m.,_aO 

qualunque \ -, -, 2.. 4/; 

t *(m.) *(nu-i) ^*(w+a) J 

( supposizione ammissibile perchè le divisate 
leggi si verificaqo nelle prime tre frazioni con- 
vergenti ) e determinare se le medesime si 
estendano alla frazione susseguente . 

Cominciando dalla legge indicata sotto il 
n.° 2 .® noi osserviamo che siccome si ha 



-a-\ I 

' flec. i 



3(01+ 3) 1 

“ 

«(m+5) ' <2,CC. 



■+- 






<7 (0I+.3) , 



. ... a(„^o . , 3(o«4-0«(».+ a;-|-a(m) 

1 espressione di — cioè - 7 - , 

«(/»+. a) “(m-t-l) ^(OM- a) 



«Cm+3; 



qualora vi si sostituisca + 



"(m+3; 



dev’ 



essere identica con quella di 



. ^(m-t-3) 
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Per conseguenza 

® C<«+ 3; « 0 »+. 0 (o(m^ «; "V “ , 

e<i tt(m^i)a(n-fa)~f~^(m)—«(m^i)> 

1 

ao,<.3j _ 

•f^3j »(— J+Vo-'i^ 

^(m^Z) a g(ni4.3) -f-a(m-t- 1 ; 

« (m^_j) <7(7»^. 3 ; 1 ) 

Resta da provarsi che il numeratore sia pri- 
mo relativamente ad denornipatore . A taleel- 
fetto suppongasi , se è possibile , 

a (m^ a(m^ 3; -ha 

-J — = A, 

®fm+.a) 77(nn- 3J ~h*(m^- ij y 

‘À ^-'V 

Fra r una e l’altra eq. si elimini <Zfm^_3) e sic- 
come ne proviene 
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ossia 

^ ») sj )^^a(ot+..iJ *fm+. *) —3(m+ ^ 

. ( 

ed il 2 “ membro , perchè la legge del n.® i .® 

si suppone aneli’ essa verificata per rapporto 

alle tre frazioni (/), i , risulta 

») * 

il che contraddice perchè h , h^, , af„ 4 -o 

sono n.* intieri . Dunque il comune divisore ^ 
non può ammettersi ; quindi 

i 

a(m^-5)~a(«?:2)a(iit^_3)+a(m^_,) , 

^(m+.3) ~“®(ia+-i) ^(m4~3) ~Ì“*(in+-i) > e. pCrÒ eC, 

'*§. 167. Presa la differenza e 

«(n.4-3) 

soppresso il denominatore , se si sostituisce la 
respettiva espressione di a(;»+^ , , si ot- 

tiene 

a(m4.a) ®(oi^-3) *~a((B^,3) ») 

a(«4.,) { «(nM-a) C(m+^ 0 } 

{ a((B^-a) Éf(m+.3) ~l~a(ni4- 1 ) ^ 

*(rn^i) a(,B+.i) *(m-*-a) • 

IVIa per ipot. le frazioni (/) danna 

a(;n)**(m+ i) a(nn_i^ 8(m) — 1 

a(/n> i) *(ia^-a) a(;n4-a) ®((n+-i) ^ 
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t)un(|U6 fl (ni+.i) ®(i» 4.3) 3(ra+-J) ®(oi+.a) — 1 

e la legge posta sotto iln.® i.°del ® 

provata . 

* §. ì68. Siccoitie X cade fra due frazioni 

. . . a(m) a(m4-i) 

convergenti consecutive qualunque ^ 

«(m) 

(53), l’errore J che si commette prendendo 
per X una di esse è < — ^ , e perchè ' 

^(m) i) 

«(m-f-i) l’errore è cr— -^edimi- 

nuisce a misura che s’inoltra il rango della 
frazione convergente . 

♦ 5 . 169. Essendo - ■ l’ultima frazione 

«(m) 

convergente , e perù = x ^ se si sommano petf 
ordine le seg. eq.* 



a a 

• n // 



A , ci a 

/é Ut 



a(m) 

®(n»> 



*(o») 
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SI ottiene 



a(m) — = 



1 



età. 



a a 

I II 



a a 

4 ! m 



Cioè X— — 
a 



aa 



a a 

I n 



a,» 

té m 






1 



serie convergente che dipende da’ soli denomi- 
natori 

* §. 170 Per procurarci una più compita 
nozione delle frazioni conver^nti giova che 
ci proponiamo d’ investigare da qual condizio- 
ne dipende che una data frazione ^ si acco^ 
sti ad X più di una qualunque sua frazione 

convergente — ^ , cosicché le frazioni 
«(«) 

a(„) j. j. 

> T» , procedano per ordine di gran- 

dezza . 

Supponendo ^<x risulta 

t\n) 



Ma 



a(»_o 

«(B 



*-^>x per ipot. ed Raccostasi ad a^ 

>_i) A' 



più di \ Dunque perciò 

*(»-') « * C »-0 

• ~ 7* ossia i — —<■ 

“(n-i) k /-«(«_,) 

A «(B) 



1 



O («_0 * Cb ; 

• • • • ^ I • 
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Essendo un n.® intiero perchè tali 

sono a A-, «(»_i),/ì; ed essendo un n.° jx)- 

sitivo perchè 7-*^-^^, il minimo suo valo- 

re è —1 ; per conseguenza *>«(„) e per una 
più forte ragione A . 

Per vedere se h può essere = ovv. <: a(„) si 
ponga in (i5) a(„) per A,- ed «(«)-]-/ per k . j\e 
proviene 

«(«) -\-i 

• I 

K <C1" 

e finalmente a(„_,) 



<- 



ossia 



«(n) 

i 



«(n) 



«(«) 

che è assurdo . Dun- 



que non può essere A=a(„) e molto meno 
7i<a(,j perchè se fosse A=a(„)— la frazione 

» 1 u» _ ®(“) 

— j~ I non potrebb’ essere r 



'(«) 



I termini della frazione i_, qualora ella 

soddisfi alla condizione proposta, sono dunque 
meno semplici di quelli della data frazio- 



ne convergente 

a(n) 



«(„) 



Sia-^>a* e però -<x ed «(n_,)a(„) -a(„_,)Z(„) — 1 . 

«(») «(n_i) 

Siccome 
h 

*(n_i) *(n) 



- , dev’ essere 
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per la ragione addotta sopra, *>«(») , è mol- 
to più *>a(B_i) . Suppongasi , s’ egli è possibile, 
/i=: ovv. <;a(„) . 

Sostituendo a(„) per h ed «(„) i per * in (16) 
risulta 






1— a („_,)*< 



"(H) + ^'d -f- ì ^ 



cioè 



»(") 



'(») 



e perchè il i.® membro è <J:o, qualunque sia 
l’ intiero i non può essere ù— a(») e molto meno 
/i<a<„) . Dunque /i>a(„) , *>«(„) e però una fra-* 
zioiie, i cui termini sieno minori di quelli di 
una frazione convergente, non è più vicina di 
questa ad x. 

Nell’ ipot. di jt > e <. «(») , essendo 

a(n_l) ^ 1 • 

"7 «** ne deriva 

*(n_i) K 

a a(B_,)X^= -^j^{ 1 i—kx')^<h~hx . 

Dunque se — è una frazione conver-' 

gente verso x la formola a(,_,)-«(,uj)JC‘ , fatta 
astrazione da’ segni , ha un valore minor di 
quello che riceve quando per a si as- 

sume un n.® minore . 

* § 171. Quando un quoziente a(«) è > 1 , 

tra le frazioni convergenti successive • 

«(») . . . ... 

— SI possono inserire om— 1 frazioni inter- 
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me(ìie. Sia per es.® <7 (b)-^ 4 ® sostituendo 1 , 2 , 3, 4 

. a(n) a(B_,)r/(B)-|-a(n-a) . , 

per a(„) m — — ■ — ^ — - si avranno le 

«(n) *(n-iy/(n)T-«(ii-a) 

frazioni intermedie 

2a(,^,)+a(n-a) 3a(„_,)-}-a(„-a) 4^(n-i)-4-a(n-a) 
(<!-*)’ 2a(»_,) + «(,_a)’ 3«(|»_,)-J- »(/i-a)’ 4®('»-0+ 

e si vedrà come nel prec. che ognuna si 
accosta ad .r più di qualunque altra frazione 
i cui termini sieno più semplici. 

*5 172. Può darsi che la quantità Jc da 
svolgersi in frazione continua sia < 1 : in tal 

caso si ha a: = — , le frazioni conver- 

fl, cc. 

genti sono 

1 , (g,g/,+0g//,4-g ' 

a ’ i ’ (aa,+iX.-f«’ '*** 

e restano tutte comprese nella nota formola 

a^n) ^a^B— 1 )^ («)~1~ a (n— a) 

«( b ) (■«_,) * 

Qualora si deduca 

^(b-0 <*(»-■) 1 

«(n) »(n-i) <?(b) ~{~ «(a- a) 

' .. *(»-•) 

*(»— a) ‘ a) 1 

» 

fl*(B_a) 
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igS 

ottiensi L. 

ff(n) "(")+ * 



«(«-0 



1 






+ 1 



Cioè 



lo sviluppamento inverso di quello eh' 
esprime x , Duncjue se i quozienti consecuti- 
vi formano una serie simmetrica 

a, a , , ,*«, » « > e però «(«_i)=a(„> . 



«(n) 



*(») 



Reciprocamente se «(«_,)— a(„) la serie de’ quo- 
zienti a , a, , fl!/, j ec. è simmetrica. Ciò si verifica 
mediante le formole poste sul principio di que- 
sto §. Cosi la frazione 

I .il nella sola- 

risulta I 



— . 1 



« +- , 1 



a “1— 
// ' 



a 



// 



ipot. di =< 



“'+j 



* <S. 1 73. Abbiasi una frazione — ^ e sup- 

$■ 

pongasi X — ^ , essendo J < i • 

Oual’è la condizione da cui dipende che 

sia una frazione convolante , generata dallo \ 
sviluppamento d’x in frazione continua? 

Chiamando X(„) il quoziente completo che 
nello sviluppamento d’x succede ad fl(«) , si 
ha (53) 
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•’"(") +a(n-i) e però x-^=^± p 1 — : ^ 

«(») “W «W l «(«) -^-(.o +-(«-.)] 



quantità che tlev’ essere :=-+ 



[*(") ]* 

suppone l’eq. ± ^= — , 

“W-^W+^Cn-O 



, il che 
e perchè 



«(/,) 



( 5. Cit. ) JT(„) >4-1 » ^<- , 

«(r.) -l-«(n-0 

Resta da provarsi che sempre si possa avere 
la quantità 

(1^) . . . «(„) a(„_,)-a(„) «(„_,) affetta dal segno di K 
Essendo in nostro arbitrio d’ inoltrare la de- 
rivazione de’ quozienti ec. in guisa che 

l’ ultimo 0(n) sia > 1 , possiamo sostituire 



in vece delle due ultime 



("-*) «(«) -1 



frazioni. Così le ultime tre frazioni convergenti 

^(») a(„) , 

sono — ed il numeratore 

*(n-i) *(n) «(n) 

della dilìèrenza fra la 2 .* e la 3.* , cioè 
a(«) a(n_i)“*(B)a(„_,) , ha il segno contrario della 
formola (17)* J^unque per fare in modo che 
il numeratore della frazione equivalente ad 

abbia il segno di $ basta prendere se 

«(») ^ 

3(n)-a(n_,) . 

occorre m vece di — ^ — ~ . 



"(n) “«(B-i) 



«(«_!) 
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Diciamo adesso che se abbiasi I" < * j ^ 

è ed ~~ è una frazione convergen- 

te") 

te verso r. In tatti si può supporre 
$■= — - — ^ dove w>i : quindi 



®(") — 



a 



(«) 



m\i (n) -f-«(a_i)] «(n) J'(«) +«("-») 

X(n) > 1 * 

«(-) 



cioè 



* §. 174 - Siccome l'anno solare o tropica 
( di 365 /- bJ"- 48/ 49." ) supera l’ anno civile 
di 5 .'”’' 48.' 49*^^ cioè di 20929" , è necessaria 
una periodica correzione del 2.° , altrimenti le 
stagioni più non corrispondono ai fenomeni, 
e la cronologìa più non è in grado di stabi- 
lire alcun’ epoca nella storia . 

Se 1 dà 20929 " di anticipazione, i‘"‘ x 864 oo 
dee dare un’anticipazione = 20929'’x864oo . 
Ma i"x864oo equivale ad un giorno . Dunque 
in 86400 anni l’anno tropico sorpassa l’anno 
civile di 20929 giorni . Nella riforma del Ca- 
lendario , effettuata per oixline del Pontef. 
Gregorio XIII. fu fissato d’ intercalare 97 gior- 
ni in 400 anni , il che equivale ad intercala- 
re periodicamente nello spazio di 4 secoli un 
giorno in ogni 4*® anno , eccettuato l’ ultimo 
de’ primi tre secoli . Questa riforma per altro, 

• 4^0 / 864004 1 06400 

siccome sostituisce — (. = — Z- - , 

97) 20953 ' 20929 
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svippone 1’ anno civile di 20962" e dà un ec- 
cesso di 23 " . 

L’ inesattezza del n.® -^22 si scuopre anche 

57 

mediante il confronto di' esso con le frazioni 
convergenti 

4 29 33 128 161 2704 2686 5569 

I ’ 7 * 8 ’ 3i ’ 39 * 653 * 6g4 * i34g ’ 

paté dallo sviluppamepto di -^^ 22 .. Si vede 

aocj!»9 

però che il n.® prescelto nella ritòrma Grego-^ 
fiana si rende pregevole in grazia della sua 
semplicità . 

* §. 175. La rivoluzione sinodica ( inter-- 
vallo fra due congiunzioni della Luna ) è di 
29^^, 53 o 588 ; il suo duodecuplo 354 ^’ , 367066 
costituisce l’ anno lunare , ed in questo inter- 
vallo la luna ritarda di io*-, 876166 in con- 
fronto dell’ anno tropico == 365 *' , 242222. 

Il ritardo essendo proporzionale al tempo , 
se ad ogni 365 *-, 242222 corrisponde il ritar- 
do di IO*', 876166 d’uopo è che ad ogni pe-i 
riodo di 365 , 242222 lunazioni corrisponda per 
rapporto alla luna il ritardo di 10, 8761 66 lu- 
nazioni . 

Ciò equivale a dire che si debbono interca-. 
lare 10876166 lunazioni in 366242222. Ma 

366242222 ^ ^ frazioni conver- 

10876166 

1 Cv* 

genti 

33 34 67 1 68 

— » ►— J — » 5 — » • t cc. 
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e la 5 .’ , siccome = , ammette la 

5X3+^ 

frazione intermedia antec. . 

^ 5+37 

Dunque in a 35 lunazioni (tempori 9“"‘, 086962) 

se ne debbono intercalare 7 , e dopo 19 anni 
le fasi lunari ricompariscono quasi le stesse . 
La differenza jieriodica di o^- , 086962 porta 
un errore di if- in 232“''-,66. 

L’ anzidetto periodo di 19 anni ebbe il nome 
di nu/ne/’O flMreo perchè fu inciso a lettere d’oro 
dagli Ateniesi , in contrassegno della loro sti- 
ma e gratitudine verso Melone, che il primo 
lo immaginò e lo rese noto alla Grecia . dir 



de’ 



chiarandone l’ importaiiza nella solennità 
Giuochi Olimpici. 

I cinque rami d’ applicazione promessi nel 
i.“ tomo col manifesto del Sig. Assunto Bar- 
liani e Comp.“ , cioè la dottrina del baratto 
mercantile , la teorìa dell’ interesse , quella de’ 
vitalizi e delle successioni , alcune disquisizù^ 
ni spettanti alla Giurisprudenza , un saggio 
sul prezzo delle cose mercantili, si trasferisco- 
no al fine del tomo 3.?, e ciò per due ragio- 
ni: 1.? che il presente volume non com|X)rta 
un aumento ai 60 pagine: 2.* che fa d’uopo 
aspettare la pubblicazione del tomo XVII. della 
Soc. Italiana , a cui già da tre anni una no-: 
tabil parte delle anzidette applicazioni fu de- 
stinata . 

Fine del Tomo I. 



Pagine 35 o 



608404 




GIUNTE TRASMESSE DALL’ AUTORE 

Pag. 20. - Dopo la lin. 6.* di fondo . Gascun 
prodotto parziale esprime milionesime , cioè 
un n.” decimale le cui unità iniìnie occupano 
il 2.“ rango, dopo quello dell’infima decimale 
esatta richiesta nel prodotto totale: quindi la 
corrispondenza verticale delle cifre a destra nella 
distriBuzione de’ prodotti parziali. Una simile 
osservazione concepiscasi applicata ad ógni caso 
particolare e si avrà la rsigione della ’ regola. 

Pag. g 3 . “ 6 . . . e l’ equivalenza del i .“ mem- 
bro al 2.®, cioè a 2”*-i , si verifica facendo 
m=2, 3,4 ec. ; si proverà con rigore nel §. 65 . 
Pag, loi -4 di fon. Le ipotesi per cui lo 

m ^ 

sviluppamento di (1+^)’"' riducesi al caso 
dell’esponente intiero sono 
Ma la formola (2) della pag.. 99 esclude qua- 
lunque potenza fratta. Dunque , se l’ espres- . 

m 

sione di (i-j-z)"*» può contenere un termine 

T. 

QfZ* , il coefficiente < 7 ,,dev’esser tale che sva- 
nisca quando mj=\ e quando perciò 

della forma (i— /n)(m— dove 
indic'a una funzione di m e di . Or questo 
è assurdo , perchè l’ indeterminata f* produce 
un indefinito n.® di valori indipendenti da , 
e però estranei alla potenza proposta. Dunque 

r- 

il termine <7p s* non esiste. 

Pag.. 102 .. . in vece delle lin. 7.* , 8.* e 9. 



Digitized by Google 




* } -|-z= p*' , 1 : 

dalla I." deduca» (i-l-z)'*=(^’*')* ,efkttaprov* 
visoriamente l’ipot. che 1’ esp<meQte fratto rap* 

presenti un’operazione reale, pongasi Hì per 

m. In quésta guisa ottiensi 

m m 

e però • 

Pag. 1 07 - innanzi al §. 66. Stabilita la for- 
ma di t ( p. 98- lin. 7 ) adequatamente dimo- 
strasi il teor. della pag. 99- « . 

Sia un intiero dato, fi coefficiente del tei> 

minen/-» 

1 . 3 .... n, 

quello dell’ n/™® innanzi all’ ultimo 

» • a («—«,) *••• V y 

Ma (j)=(2) (vegga pag. 91 ) : dunque ec. 
Resta COSI assicurata l’identità fra il 2.® mem- 
bro ed il I .® nell’ eq. sul fine del §. 60. 

Pag. 1 - 2. Per liberare la prec. formola 
dall’ induzione si concepisca verificata la legge 
di derivazione d’ , x , ec. sino ad : de- 
ducasi mediante la solita proporzione 



- (_) - ( ) . . .- ( 

« w» n» m 



I 

I 

4 

J 
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ossia (118) m:m-i -(m-i )| 1 - ^ : i : 

e siccome questa dà x — ( ) si cori'- 

^ (»■ ») ^ m ' 



eluderà che se la legge di derivazione delle 
x ^ , x^, , ec. sussiste sino ad x^^,^ debb’ esten- 



dersi ad , da questa ad ec. eq. 

cioè ec. 



Postilla ommessa alla pag. 223. Un. 16. 

La coincidenza delle mantisse, calcolata e 
tabulare, è un sicuro argomento deU’ esatta 
soluzione in n.’ intieri, quando si cerca una 
jwtenza intiera positiva di un dato n.® intiero, 
il prodotto di più n.* consimili o il rapporto 
di due n.> commensurabili , perchè intiero 
dev’essere il risultamento, e non può egli cor- 
rispondere ad una mantissa discrepante dalla 
tabulare. La coincidenza sopra incficata divie- 
ne fallace indizio di esattezza aUorchè vuoisi 
il n.® di un logaritmo assegnato, perchè la 
mantissa tabulare può concepirsi indefìnita-. 
mente protratta, mentre la mantissa propo-. 
sta esclude qualunque siasi prolungamento. 

Avvertimento . Per rapporto alla regola di 
compendio della pag. 20 abbiamo recentemente 
osservato , che l’ ultima delle cifre richieste 
comporta l’ aumento di un’ unità se quella 
che gli succede è > 6 . Ciò si verifica per es.® 
nel prodotto di 0,35464^ o,444^^^ 

Tom. I. t* 
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che si vogliano quattro cifre esatte giacché 
il prodotto ottenuto con la regola di compendio 
è 0,1486176 ; il prodotto vero o,i 487 |o 43 oo 4 g 8 . 

Nè debbonsi riguardare com’ eccezioni que’casi 
in cui l’ultima cifra risulta esatta quantan- 

3 ue a lei ne succeda una >6 , come nel pro- 
otto compendioso di o,o 538534 per se mede- 
simo, che è 0,0029001178, poiché aumento 
sopra indicato , porge un valore molto più vi- 
cino al vero, e Io scopo di qualsivoglia cal- 
colo si è quello di avere col minimo dispen- 
dio di fatica e di tempo il massimo rigore pos- 
sibile nel risultamento hnale. 
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L’indicazione degli errori qui riuniti, per 
la massima parte piccolissimi , si è creduta 
opportuna per li principianti . 



E RRORI 



Correzioni 



Pag.lin. 
2 m 



43 

li8 

Z« 

io3 



lÉj 1 I 

g di fon. si aggiunga nelmargine 5. ^ 
h Suppongasi suppongasi 
2 di fon. jccy ^>‘y 

ult. (w 4 -i)g^+i (w-f 1 )g| 



B4-1 



Hi 

109 (\^)“ (Vg**)" 

111 l 3 alìat* hnb* 

ult. quoziente sia quoziente di ?m per 3 sia 
iid 4 4'*'= 4'*^ 

i 3 i 1 2 n— n-j-g// 

2/1 — n-\-n , 2/1 —n ~\-n 

2 le linee ^ ^ e 4^ sino a Dunque si ri- 
formino come segue: 

Ma i sistemi (ii)*, (12) danno 
/i=«=/t,^=/i^/, e ciò distrugge il 
quadrinomio . 



i 34 12 
162 VI 



a 



a 



32 

(=-5)4oC (=5(4oy 

(^3)42oo(* x^3x42ooxo* >< 5* 
si riformi come segue 
(3(42oo)* x5-{-3x42ooX5* +5* 
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CoRRÈZlOUfl 



Pag.lin. 

167 Notai. 1 formola(n) 
1 63 7 di fon. z* >40 
i 65 7 

8 v'/.^dn 



sud. z*'*-*<* 

3 di fon. z* >/i 
3 (.6) 



formola (i 3 ) 
z* 00 

z*^t* 

z* se 
(, 5 ) 



166 . ^ , , 

1 67 5 Queste eauivalgono al respettivo pro- 

dotto (ielle seg.*^ 

* m * m 

»n 1 »B ) 

y.Z^=y/z-y/t 

* m ^ m 

6 (.6) (. 5 ) 

— (an-j-a) — fan4-i)4-i 

1 1 (a* -3) a («* — E) a 

171 penul. c=')\/ad c = aa 

179 forni. 11.* V4X2J V4X" 

> a 

forra. 12." Si pon^ per a ed per x 



184 forra. 18.* a 



rn — 1 



a 



t r"-* 

forra, ult. — . 

r-i r— I 

1 99 9 a’ *- 



r *— 1 
r — t 

t 



r-i 
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Errori 



Correzioni 



Pag.lin. 
210 12 
219 1 

239 14 



240 12 



(2«+^‘ ) (2«+^y 

_L?) (O) 

an+i — 1 . 

__1 ! r *"■*■ * 

i-i-2j:* -j-x^ 

si riformi come segue 
a«+|.r*"+an— i-r”-*"* 

palla dalla 



Ad oggetto di rendere l’ edizione de’ seguen- 
ti volumi molto più corretta si è stabilito di 
sottoporre ogni foglio di stampa ad una tri- 
plice revisione. 
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